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引 
经 典 力 学 与 量子 力学 的 若干 基本 表述 


在 正式 介绍 路 径 积分 理论 之 前 , 作为 预备 知识 , 首先 对 经 典 力学 与 量子 力学 的 
若干 基本 表述 做 个 简短 回顾 , 介绍 一 下 经 典 力学 的 三 种 表述 方案 , 以 及 从 经 典 力学 
过 渡 到 量子 力学 的 三 种 途径 , 最 后 着 重 强调 一 下 路 径 积分 量子 化 的 特点 和 重要 性 , 


一 、 经典 力学 的 三 种 表述 方案 

1. 最 小 作用 量 原理 与 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 

经 典 力学 的 第 一 种 表述 方案 建立 在 位 形 空 间 描 述 下 的 拉 格 朗 日 力学 体系 . 在 滩 
种 表述 中 , 粒子 运动 的 轨道 g(t) 及 速度 j(t) 是 位 形 空 间 上 的 动力 学 变量 , 它们 随时 
间 的 演化 由 运动 方程 (运动 规律 ) 来 决定 , 而 运动 方程 可 由 最 小 作用 量 原 王 导出， 

拉 格 朗 日 力学 体系 的 运动 规律 完全 由 体系 的 拉 格 朗 日 (Lagrange) 函数 ( 拉 隐 
其 )L 决定 . 工 的 形式 为 


了 中 


L= L(gq(t), dt(t), tb), 
它 是 一 组 广义 坐标 g(t) 和 广义 速度 g(t) 的 函数 . 拉 氏 量 对 时 时兴 由 称 届 作用 量 9 
即 


ds | “ L(gq(8), Gt), t)qt = Se 和 上 


它 是 轨道 g(t) 的 泛 函 ， 
经 典 力学 体系 运动 的 实际 轨道 由 最 小 bf 强 量 晨 理 决定 , 具体 卖 述 为 : 当 力 学 体 
系 的 初 态 位 置 g; = q(ti;) 与 终 态 位 置 gj 时 q(ty) 骞 全 俏 定 后 , 泗 学 体系 的 拉 氏 量 L 
沿 实际 轨道 g(t) 的 时 间 积 分 取 稳 穴 极 值 , 更 老 滋 沿 实 隐 运动 轨道 g(t), 作用 量 泛 
函 Sg(t)] 取 极 值 
Sla(t)] = 0. 
由 变 分 法 知 
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2 会 sa | 2 [Be 一 二 了 (人 | My 3 
出 于 在 两 个 端点 sg 全 ) = 5g(ty) = 0, 且 64; 为 任意 选取 的 变 分 , 所 以 要 使 作用 量 的 
变 分 为 零 , 只 有 (2) 式 第 二 项 中 的 被 积 函数 为 零 , 即 力 学 体系 的 实际 运动 轨道 应 满 


是 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 
doL OL 


Bh 到 9 
这 便 是 拉 格 朗 日 力学 体系 的 运动 方程 (运动 规律 ). 
欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 与 牛顿 运动 方程 等 价 . 以 质点 在 外 力 场 中 的 运动 为 例 , 牛 
顿 运 动 方程 为 
OV(z) 


为 一 方 血 , 该 力学 体系 的 拉 氏 量 为 


L = Sma? ~ V(z) A 
作用 量 泛 函 为 
9 ee 


[证 | | mi -Ya|， 交 汪 
这 样 , 在 边界 固定 的 条 件 下 , 利用 作用 量 极 值 条件 85 = 0 可 得 欧 拉 朗 
(3) 式 , 再 将 拉 氏 量 (5) 式 代 入 , 同样 可 得 牛顿 运动 方程 (4) 式 . 


2. 哈密 顿 量 与 正则 运动 方程 © 
经 典 力学 的 第 二 种 表述 方案 是 建立 在 相 空 间 描述 下 V 格 
朗 日 力学 体系 中 , 是 将 广义 坐标 与 广义 速度 作为 独立 变量 运动 状 
态 , 而 在 哈密 顿 力学 体系 中 , 描述 体系 运动 状态 的 由 是 广 兴 袋 标 和 广义 动 
量 . 给 定 体系 的 拉 氏 量 Z(d(b,d 人 , 蚊 , 与 广义 4 让 义 动量 定义 为 


i G(t),t) 作 全 微分 
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定义 体系 的 哈密 顿 量 H(q(t), p(t); 


H= H(g(t),p(t);t) = 2ni% He, 6,t). 


(9) 


(9) 式 右 端 变量 广义 速度 6 应 通过 (6) 式 换 成 广义 动量 p, 于 是 得 到 坐标 g 与 动量 


2 的 卫 数 : 哈密 顿 量 五 = HH(g(t),p(t),t). 它 的 全 微分 为 


oL 
dH = 2 (dps — Dj;dgq;) 一 下 


OH oH OH 
ee -dgj 十 om ) + 误 此 


在 哈密 顿 力 学 体系 中 , 运动 方程 (3) 式 可 化 为 
OH , OH ,| 6H 61 
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方程 (11) 称 为 哈密 顿 正则 运动 方程 , 与 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 (3) 于 
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要 注意 的 是 , 在 位 形 空间 上 的 运动 方程 (3) 式 为 二 阶 微分 方 
动 方程 (11) 式 则 为 联 立 的 一 阶 微分 方程 组 , 称 为 正则 运动 

在 哈密 顿 力 学 体系 中 , 坐标 g 与 其 共 斩 动 量 p 组 成 
动力 学 变量 4 = 4(p,9) 都 是 相 空间 上 的 函数 . 令 ( 
则 在 这 两 个 动力 学 变量 之 间 可 以 定义 泊 松 (Poiss (ge 亿 


由 此 定义 可 知 , 泊 松 括号 具有 局 对 称 儿 和 双 线 性 


; } —{B, A}, 
4 ,0C} = a{A,C} +8{B,C}, 
且 满 足 雅 可 比 (Jaco 疯 1 


恒等式 


{4,{B,C}} + {B, {C0, 4 + {C, {4, B}} = 0, 


从 
(9 


正 见 


为 I 


(12) 


入 
RC 


及 莱 布 尼 效 (Leibniz) 规则 
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{4, BC} = B{A,C} + {4, B}C. 
正则 变量 之 间 的 泊 松 括号 为 


泊 松 括号 的 代数 性 质 ( 泊 松 结构 ) 使 得 相 空间 成 为 具有 泊 松 结构 ( 辛 结构 ) 的 空间 . 
{g;, qr} = 0, {pi, Pk} 三 0, 
分 为 


{qj Pk} = 57. 
任意 动力 学 变量 随时 间 的 演化 由 体系 的 哈密 顿 量 万 (p,q) 来 决定 . 其 对 时 间 的 全 微 
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系 的 共 罗 动 量 


则 体系 的 哈密 顿 量 (Hamiltonian) 为 


(14) 
仍 以 质点 在 外 力 场 中 的 运动 为 例 , 将 体系 的 拉 氏 量 (5) 式 代 入 (6) 式 , 得 看 列 半 休 
p= a- = mz, 


(15) 
22 
H=p-L=Hgpt)= 3 +Vy (16) 
再 代入 (14) 式 得 正则 运动 方程 
| 
a Bop™ "A 
(17) 式 即 牛顿 运动 方程 (4) 式 . 


(17) 
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在 动力 学 体系 的 相 空 站 区 二 则 变量 可 以 疾 施 保持 相 空间 泊 松 结构 的 变换 ， 

这 种 变换 能 够 保持 运动 广 加 正则 带 式 不 变 , 称 为 正则 变换 . 利用 正则 变换 可 使 运动 

方程 的 求解 加 以 化 简 


3. 经 典 力学 的 哺 户 丘 - 雅 可 比 理论 与 哈密 顿 主 函数 


正则 运动 方程 的 解 党 表 相 空 间 点 随时 间 演 化 , 经 典 力学 第 三 种 表述 方案 就 是 
哈密 顿 - 雅 可 比 理论 , 其 基本 思想 就 是 相 空间 点 随时 间 演 化 看 成 相 空间 中 动 点 (q(t) 
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p(t)) 与 固定 点 (q(to),p(to)) 之 间 正 则 变换 , 此 正则 变换 的 生成 函数 即 哈密 顿 主 函数 
S = 5(g,t; go,to). 

在 前 面 , 曾 将 作用 量 5 看 成 是 端点 固定 的 各 种 可 能 轨道 的 泛 函 , 现在 从 另 一 角 
度 来 讨论 作用 量 , 即 讨 论 体系 拉 氏 量 沿 实际 轨道 (满足 运动 方程 的 轨道 ) 的 积分 , 那 
么 , 作用 景 就 变 成 是 积分 端点 的 函数 , 称 为 哈密 顿 主 函数 , 记 为 


Seal = S(gq,t; qo; to) = 上 L(ge(t), Gelt), t)dt, (18) 
其 中 , qc = dei 人 ba = ce 人 为 满足 下 列 端点 条 件 的 运动 方程 (3) 式 的 解 : 
q(to) = go, q(t) = 4. (19) 


现在 来 分 析 哈 密 顿 主 函 数 S。 与 其 四 个 变量 g,t, go,to 间 的 关系 . 当 边 界 ( 端 
点 ) 条 件 (19) 式 完全 确定 时 , 体系 仅 有 一 经 典 轨道 . 那么 现在 仅 假定 起 点 固定 , 故 
有 一 组 经 典 轨道 , 它们 在 不 同 的 时 间 t 通过 不 同 的 端点 位 置 g = q(t). 当 由 一 条 轨 
道 转 到 其 邻近 轨道 时 , 作用 量 的 变 分 可 表示 为 
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5=| (部 d+ S89 ) ot 


_oOL, | + /8aL derL 
一 页" |io | (总 -a 56 ) Sgdt. (20) 


由 于 假定 (20) 式 中 的 积分 是 沿 真实 轨道 (在 “ 质 壳 ”上 , 即 福 虹 总 动 育 程 的 办 道 ) 
进行 的 , 故 (20) 式 右 端 第 二 项 的 贡献 为 零 , 而 对 于 第 一 项 秽 因 观点 固定 ,将 


05 = pg, 

rs os 
3g —p. (21) 
反之 , 如 果 终 点 固定 , 则 由 
55 一 poSqo, 

得 ww 

05 

Bao 二 一 20. (22) 
另外 由 (8) 式 ， 
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dt 有 0 


十 Dd 三 也 ， (23) 


因此 , 我 们 有 


人 Da = (wt). (24) 

(24) 式 称 为 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 . 

在 哈密 顿 - 雅 可 比 理论 中 , 如 能 找到 满足 上 述 偏 微分 方程 (24) 式 及 条 件 (21) 和 
(22) 式 的 函数 5(q,t; qo,to), 即 可 利用 函数 求 导 及 代数 运算 解 出 动力 学 变量 ob) 
在 这 种 意义 下 , 正则 运动 方程 的 解 就 可 以 看 成 是 相 空间 中 起 点 (go, po) 到 终点 (g,p) 
的 正则 变换 , 而 哈密 顿 主 函数 S(g,t; go, to) 作为 正则 变换 的 生成 函数 , 使 得 体系 的 
动力 学 变量 由 初始 时 刻 lo 的 值 go 转换 到 以 后 另 一 时 刻 t 的 值 g. 

当 分 析 体 系 的 三 维 运动 时 , (21) 式 表明 ， 

VS=p, 

即 粒子 的 轨道 应 垂直 等 5 面 , 所 以 在 哈密 顿 - 雅 可 比 理论 中 可 将 哈密 顿 主 函数 5 看 
成 是 粒子 运动 的 等 相位 波 阵 面 , 并 可 与 几何 光学 中 光子 运动 的 波 阵 面相 对 应 , 因此 
从 哈密 顿 - 雅 可 比 理论 可 以 看 出 在 经 典 力学 理论 与 光学 理论 之 间 存在 着 深刻 的 类 似 
与 联系 , 而 这 一 点 在 路 径 积 分 量子 化 理论 中 起 着 重要 作用 . 


二 、 量子 力学 的 三 种 表述 形式 

从 经 典 力 学 过 渡 到 量子 力学 时 , 一 般 有 三 种 表述 形式 , 即 波 动力 学 、 和 窍 阵 力学 
和 路径 积分 理论 . 

1. 波动 力学 形式 ( 蕉 定语 ) 

量子 力学 中 的 波动 力学 形式 注重 的 是 微观 粒子 的 波 粒 二 和 性 人 明生 体系 的 运 
动 状 态 用 波 函 数 w(z,t) 来 描述 . 动力 学 变量 被 看 成 是 作 导 于 吝 琴 诅 W(zfANSS 的 力 
学 量 算 子 . 例如 , 在 坐标 表象 下 , 坐标 算 子 2 和 动量 篇 这 六 能 承 为 


他 一) 


>O 
有 上 ih ; 
而 体系 哈密 顿 量 算 子 五 表示 为 
>2 
巧 ” 外 
是 2 十 (zt 


在 波动 力学 中 , 体系 的 运 带 状 态 蕙 时 旱 的 演化 由 薛 定 户 方程 中 决定 , 即 


bp 用 
), ( 疯 上 ) 六 H (rx, pV(Y, t) 


= (tv ) vee,d) (5) 
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各 入 入 


当 体 系 哈密 顿 量 不 显 含 时 间 时 , 体系 的 力学 问题 可 归结 为 求解 定 态 苹 定 刘 方 程 
H(zx, Pplz, t) = Enywn (zy, t). 
对 于 束缚 态 , 上 式 会 出 现 量子 化 的 分 立 本 征 值 谱 , 这 一 事实 已 得 到 实验 的 证 实 . 
2. 矩阵 力学 形式 ( 海 森 伯 ) 
景 子 力学 中 的 矩阵 力学 强调 的 是 物理 可 观测 量 (动力 学 变量 ), 注重 在 相互 共 
斩 的 可 观测 量 之 问 存在 的 测 不 准 关系 , 并 在 可 观测 量 和 力学 量 算 子 之 间 建 立 起 对 应 
关系 
动力 学 变量 力学 量 算 子 
p,q 一 人 Dp,9 
算 子 之 间 不 可 交换 , 即 
[4, 公 = 
矩阵 力学 道 过 将 经 典 力学 的 泊 松 括号 {,} 对 应 地 过 渡 为 量子 对 易 括 号 |,] 来 实现 量 
子 化 , 即 


经 典 力 学 量子 力学 
d4 dA 1 ，。 
= = 0 


{A(g, 7), B(g,p)} 一 3 [Al p),B 3 (gq,p)] 


这 种 方案 被 称 为 正则 量子 化 . 在 选 定 表 和 象 后 ， 有 了 人 并 把 怪 予 代 
数 归 结 为 矩阵 代数 ( 海 森 伯 ) 吕 

3. 路 径 积 分 理论 ( 狄 拉克 , 费 恩 曼 ) 

在 量子 力学 建立 初期 (1925~1927 年 ), 基 志 全 履 分 下 程 的 波动 田 学 和 基于 线性 
代数 的 矩阵 力学 就 已 经 被 提出 和 应 用 . 19E2 年 , 旨 哲 曼 @ 又 提议 了 量子 力学 的 第 三 
种 形式 , 即 路 径 积分 理论 . 

路 径 积分 理论 强调 , 粒子 在 车 一 时 刻 如 的 运动 装 y(zo,tp) 完全 由 过 去 某 一 
时 刻 如 (< 如) 的 所 有 可 能 的 运动 猎 睁 w%(zota) 来 突 定 , 即 


Ve, tO 一 |s raK (zo, to; Ta, ta)y (ro, ta) ， (27) 


(D Heisenberg W 9 入 Phys., (33): 879. 
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其 中 , 传播 隐 数 的 形式 为 


K (zo, to; Ta, ta) > Const . exSIz()] (28) 
所 有 路 径 
而 
sla(O] = | dztztp,a0g 间 十 


为 作用 量 泛 函 . 费 转 曼 路 径 积分 理论 认为 : 粒子 由 (zo, 如 ) 到 (ze, tp) 的 各 种 路 径 
部 是 可 能 的 , 而 每 条 路 径 [z(t)] 具有 概率 幅 ~ const . efsE(9.， 类 似 于 量子 力学 中 
的 态 亚 加 原理 , 传播 函数 KK(zo,to; za,ta) 是 从 z(to) = za 到 z( 如 ) = zs 的 所 有 路 径 
[z(t)] 的 概率 幅 的 玖 加 , 对 所 有 路 径 的 求 和 可 表达 为 无 穷 维 积分 ( 泛 函 积分 ) , 称 为 
费 恩 曼 路 径 积分 . 

量子 力学 的 前 两 种 表述 形式 (采用 希 尔 伯 特 空间 中 的 算 子 与 微分 方程 ) 与 经 典 
力学 中 的 哈密 顿 力学 体系 相对 应 , 而 第 三 种 形式 , 即 费 恩 曼 路 径 积分 理论 (采用 泛 
函 积 分 ) 则 与 拉 格 朗 日 力学 体系 相对 应 . 路 径 积 分 理论 的 提出 完善 了 量子 力学 的 理 
论 体系 , 可 以 说 , 其 主要 贡献 源 于 费 恩 曼 的 工作 , 但 将 传播 函数 K(xo,to; zo,to) 手 
经 典 拉 格 朗 日 力学 形式 相 联 系 的 重要 思想 应 归于 狄 拉 克 (Dirac). 

1933 年 狄 拉克 中 在 The Lagrangian in Quantum Mechanics 一 文中 语 到 且 k 量 
子 力学 是 建立 在 与 经 典 力学 的 哈密 顿 理论 类 比 的 基础 上 的 . 经 典 正则 坐标 和 动量 
的 形式 与 量子 力学 有 着 直接 的 、 简单 的 类 似 . 于 是 , 建立 在 这 种 形式 和 的 经 典 哈密 
顿 理论 就 可 以 直接 推广 到 量子 情况 . 现在 , 讨论 另 一 种 经 典 动力 迪 琢 形 蕉 一 柱 
格 朗 日 力学 . 拉 氏 量 依赖 于 两 个 量 一 坐标 和 速度 . 拉 格 询 加 7 有 区 与 汉典 哈 您 顿 
理论 相 比 显得 更 为 基本 一 些 . 那么 就 有 一 个 问题 , 经 典 拉 柳 误 日 沟 学 与 量 条 为 学 是 
如 何 对 应 的 . 稍微 考虑 一 下 , 我 们 就 知道 欧 拉 - 拉 格 朗 日 秋思 让 哩 不 能 芋 找 和 量子 
理论 对 应 . 这 是 因为 欧 拉 - 拉 格 朗 日 运动 方程 里 面 创 售 浪人 钛 远 和 速 悍 竟 篇 导数 , 而 
它们 在 量子 力学 中 的 意义 不 明确 . 在 量子 力学 中 对 导出 毕 变 悬 恰 宁 的 微分 过 程 就 
是 泊 松 插 号 形式 (这 个 过 程 对 应 经 典 哈 窗 天 理 论 ;. 蜀 此 , 只 能 岛 说 接 的 方式 寻求 量 
子 拉 格 明日 力学 . 应 该 紧 紧 抓 住 拉 格 朗 中 由 学 的 骸 涵 而 和信 是 跃 拉 - 拉 格 朗 日 运动 方 
程 .” 

为 此 , 狄 拉 死 提出 两 组 共 罗 守 易 Ko,q) 和 (PG 在 经 典 情况 下 , 生成 函数 的 独 
立 变量 为 a 和 Q. 令 5 为 所 得 误 的 起 成 函数 , 它们 的 关系 为 

DH P=- 贡 . (30) 

经 典 理论 的 运动 方 礼 依 得 动力 学 变量 以 下 列 方式 变化 : 在 任意 时 刻 t, 动力 学 变量 
的 值 qi, pi 与 男 一 时 即时 的 值 er, pr 之 间 是 通过 一 个 变换 (30) 紧密 联系 的 . 令 


D Dirac P. 1933. Zeitschr Sowjctunion Phys., (3): 64~72. 


引 


了 尼 


.9. 


gq 二 dp 二 pt; Q = 97,P = pr, 9 等 于 拉 氏 量 对 时 间 从 了 人 到 + 的 积分 , 则 在 量子 
理论 中 , qs, ps 与 qr, pr 也 可 以 通过 一 个 变换 (o | gr ) 联系 起 来 , 其 中 


(qrigr) 对 应 于 exp 人 | aic] 5 
这 里 2 是 拉 氏 量 . 如 果 取 从 人 到 为 无 穷 小 , 则 
(getatl4t) ”对 应 于 exp {xa} 


后 来 , 费 恩 曼 提出 了 路 径 积 分 理论 , 用 了 比 共 定 谱 波 动 方程 和 海 森 伯 和 矩阵 力学 
更 为 复杂 的 泛 函 积分 方法 , 并 用 无 穷 维 路 径 系 综 (ensemble of path) 描述 体系 的 量 
子 化 行为 . 现在 看 来 , 路 径 积分 理论 是 连接 经 典 物理 与 量子 物理 的 桥梁 , 可 以 更 形 
象 更 直观 地 分 析 量 子 力学 与 经 典 力学 的 联系 . 路 径 积 分 理论 能 够 体现 物理 体系 的 整 
体 (global) 性 质 和 时 空 流 形 的 整体 拓扑 . 

此 外 , 路 径 积分 把 含 时 间 问 题 和 不 含 时 间 问 题 置 于 同一 理论 框架 中 处 理 . 作用 
量 S[z()| 是 相对 论 不 变量 , 易于 从 非 相 对 论 推广 到 相对 论 洛 伦 兹 (Lorentz) 协 变形 
式 , 因此 现代 量子 场 论 都 以 路 径 积 分 为 出 发 点 , 特别 是 , 较 难 处 理 的 规范 理论 量子 
化 问题 用 路 径 积 分 量子 化 最 为 方便 . 

路 径 积 分 理论 可 对 时 间作 解析 延 拓 , 分 析 统 计 问 题 , 体现 了 量子 动力 学 与 统 ? 
物理 的 深刻 联系 , 目前 已 成 为 现代 量子 统计 的 基础 理论 . 

凝聚 态 物 理 中 , 凝 育 态 中 各 种 元 激发 , 例如 , 固体 中 的 声 子 、 能 营 中 的 电子 与 空 
穴 采用 量子 场 论 方法 , 亦 即 采用 路 径 积分 理论 进行 分 本 

路 径 积 分 理论 对 于 具有 曲率 、 挠 率 空间 中 的 动力 学 问题 ”前 及 沽 呈 超 壹 理 族 、 
引力 场 论 的 量子 化 等 问题 也 十 分 有 效 , 在 某 种 意义 上 讲 , 看 稳 疯 分 蚀 是 最 所 弹力 理 
论 的 基础 . 

采用 路 径 积分 形式 处 理 量子 力学 问题 时 , 算 险 TG6YT 这 就 为 措 述 量子 涨 落 提 
供 了 方便 , 路 径 积分 理论 已 在 现代 量子 泥水 汪 的 确 巡 中 显示 出 童 票 作用 . 

气 原 子 问题 具有 精确 解 , 曾 是 量子 力 腾 中 最 会 要 的 问题 乞 -, 也 是 检验 量子 力 
学 是 否 正确 的 试金石 , 但 是 用 路 径 职 分 方 问 来 人 析 气 原 记 能 谱 却 非常 困难 ， 直到 
1979 年 Duru 与 Kleinert 由 采 所 了 冬 体 物理 中 的 Cs 避 时 空 变换 (Kustaanheimo- 
Stiefel 变换 ), 成 功 地 将 路 径 程 分 班 SEA 用 到 库仑 间 沈 中 . 这 种 时 空 变换 思想 为 解决 
很 多 原来 未 解决 的 非 相 对 经 量 子 激 学 助 路径 积分 问题 打开 了 新 的 思路 , 促使 了 路 径 
积分 量子 化 理论 及 其 虏 电 zE 二 霄 多 年 来 的 迅猛 发 展 . 盖 尔 曼 (Gell-Mann) 曾 这 样 
评价 : “量子 力学 足 反 积 雳 形式 雍 一 些 传统 形式 更 为 基本 , 因为 在 许多 领域 它 都 能 
应 用 , 而 其 他 传统 表 j 壕 于 式 将 不 再 适用 .”@ 


@@ Duru 1 H, Kleinert H. 1979. Phys. Lett., (84B): 185. 
©@ Gcll-Mann M. 1989. Phys. Today, (43): 50. 
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1.1 量子 力学 若干 基本 概念 回顾 


本 节 先 简单 介绍 大 家 熟悉 的 量子 力学 基本 原理 和 量子 力学 的 一 些 主要 公式 , 并 
从 量子 力学 的 基本 表述 出 发 , 得 到 量子 力学 路 径 积分 表述 

狄 拉克 在 《 量 了 力学 原理 》 一 书 中 曾 对 量子 力学 基本 原理 作 了 深入 分 析 , 这 里 
仅 作 简单 回顾 . 

态 生 加 原理 ”物理 体系 的 状态 都 是 复 希 尔 伯 特 (Hilbert) 空间 ( 态 矢 空间 ) 中 
的 非 零 欠 量 , 称 为 态 矢量 (或 态 矢 ) 态 矢 量 的 线性 登 加 也 是 一 个 可 能 的 态 矢量 . 次 
定 态 矢量 的 物理 方程 一 般 都 是 线性 的 . 两 态 矢量 如 果 仅 差 非 零 复 因子 , 则 描述 相关 
的 物理 状态 . | 

力学 量 测量 原理 ”力学 量 是 作用 于 希 尔 伯 特 空间 上 的 厄 米 算 子 , 其 属 宝 值 谱 
是 对 该 力学 量 测量 所 可 能 取 的 数值 , 本 征 态 矢 的 集合 在 希 尔 伯 特 空间 中 是 完备 的 

对 应 原理 ”量子 力学 各 力学 量 往 往 都 有 经 典 对 应 . 量子 力学 中 怀 N- 些 规 信 人 
算 子 对 易 关 系 ), 往往 都 是 经 典 力学 中 相应 规则 (如 泊 松 括号 ) 的 戏 澡 维族 

动力 学 原理 “与 经 典 哈密 顿 量 对 应 的 哈密 顿 算 子 , 决 十 善 介 直 的 谣 力 学 书记 

在 非 相对 论 力学 中 , 坐标 与 动量 是 相互 共 久 的 动力 学 高 最 NI 时 间 与 演 窗 顿 量 
却 占有 特殊 的 地 位 ,即时 间 t 为 参 变量 , 体系 动力 学 性 虎 f(y) 随时 向 的 变化 由 
哈密 顿 量 决定 : 


d 人 _ 
Hf (LP) 三 {feng), Ng,7 郑 (1.1) 


全 同性 原理 “对 于 全 同 粒子 体系 , 蕊 全 体 粮 子 变量 置换 为 对 称 的 或 反对 称 的 
态 拓 才能 真正 代表 体系 的 状态 . 

对 于 这 里 所 达 涉 到 许多 基 少 娜 钨 ,如 希 尔 伯 特 安 间 、 态 矢量 、 厄 米 算 子 、 本 征 
值 、 本 征 态 、 本 征 态 的 完 拍 时 等 ， 英 拉克 设计 了 一 套 符 号 , 如 右 矢 |4)、 左 矢 (4|、 
标 积 (4|B)、 算 子 4)(B 同 …… 

利用 狄 拉 殉 乱 隔 分 听 量 号 入学 问题 特别 有 效 ， 为 此 先 以 有 限 维 矢量 空间 为 例 
介绍 与 使 用 狄 拉克 神 孔 ,以便 能 够 很 好 地 熟悉 、 掌 握 和 运用 它们 ,然后 再 逐步 用 于 
分 析 量 子 力学 问题 . 由 二 与 量子 力学 相关 的 物理 及 数学 的 概念 非常 广泛 , 所 以 这 里 
仅 作 简单 的 介绍 . 


1.1 量子 力学 若干 基本 概念 回顾 -11. 


1.1.1 ” 态 矢 及 算 子 的 狄 拉克 符号 表述 


矢量 空间 (线性 空间 ) ” 设 V 为 复数 域 上 的 ” 维 矢量 空间 , 其 成 员 矢量 用 右 矢 |) 
表示 , 为 标明 茶 一 特殊 矢量 , 可 在 |) 中 标 上 某 种 符号 , 如 |4) EV. 
矢量 集合 {|4)} 内 存在 加 法 运算 , 满足 阿 贝尔 群 规则 


|4) +1B) =|B) +|A4). 
矢量 可 与 复数 相 乘 , 满足 结合 律 及 分 配 律 , 即 


H(AA)) = (1X)|A), pMEC 
XA) +1B)) = AL4) + AIB). ~ 
矢量 空间 中 各 矢量 是 耕 线性 相关 是 一 重要 概念 ， 当 说 mn 个 矢量 |41), 42),…， :OO 


14m) 线性 独立 , 即 其 中 任 一 个 矢量 都 不 能 表示 成 其 他 矢量 的 线性 组 合 , 亦 即 它们 之 
间 有 性 质 , 如 存在 等 式 人 


DailAhi)=0, aieC 


则 必 导 致 所 有 系数 ai = 0, 否则 称 为 线性 相关 . > 
矢量 空间 中 线性 独立 矢量 的 最 大 数目 n 称 为 矢量 空间 的 维 数 . 逢 ”维和 炙 


间 中 , 可 选 n 个 基底 矢量 {14i)}?, 矢量 空间 中 任意 矢量 |w) 均 可 WN 
性 和 , 即 Re 


Sd s 
伴随 空间 ”矢量 空间 V 上 的 线性 函数 ， 二 只 6 (V,©) 


具有 性 质 a 
($l(AIA) A(bIA 


即 它 保持 矢量 空间 线性 线 | hoh(V, C). 

矢量 空间 上 线性 泪 收 例会 {( 亿 }, 易 证 : 线性 函数 之 和 仍 为 线性 函数 , 线性 函数 
与 复数 之 积 仍 为 线 EE . 矢 硬 空间 V 上 所 有 线性 函数 的 集合 构成 复数 域 上 矢量 
空间 V*, 称 为 左 矢 空间, 它 是 原来 矢量 空间 Y 的 伴随 空间 , 即 


‘(gl EV’*, V*=hom(V,C). 
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可 以 证 明 有 限 维 矢量 空间 Y 与 V* 具有 相同 维 数 , 是 相互 同 构 的 矢量 空间 , 即 
V* = hom(V,C), V™* = hom(Y*,C) 一 区 (1.2) 


对 于 无 穷 维 矢量 空间 ，(1.2) 式 最 后 一 式 应 为 V* 2 V， 在 矢量 空间 y 与 V* 之 
间 可 定义 标 积 : 任意 左 矢 (gp| e V* 是 V = {|4)} 上 线性 函数 , 即 它 可 与 任 一 右 矢 
|4) eV 间 存 在 标 积 

($lA) eC. 


对 偶 映 射 与 度 规 的 引入 ”假定 在 右 矢 空间 Y 与 左 矢 空间 V* 之 间 存在 其 成 员 
间 一 一 对 应 的 映射 1, 称 为 对 偶 映 射 , 满足 


ltl:VoV’, 
4 一 14) = (Al eV 
即 对 任意 右 矢 |4) s V, 必 存 在 特定 左 矢 ( 记 为 (4|) 与 |4) 对 偶 对 应 . 对 偶 映 射 贰 
有 如 下 性 质 : 


(|4) +1B))= (A|+ (BI, 
AL4) = 入 (4|， 

即 对 偶 映射 保持 矢量 空间 斜 线性 结构 . 

到 目前 为 止 在 矢量 空间 V 内 部 还 未 定义 度 规 , 即 未 定 其 作 量 多 闻 内 部 任 履 区 
天 量 之 间 的 内 积 . 当 在 两 相互 对 偶 的 矢量 空间 的 成 员 间 渤 询 一 和 对 应 的 对 代 咬 射 ， 
便 可 利用 这 种 对 应 关系 建立 右 矢 空间 V = {|)}( 左 矢 空间 *yf 志 奖 似 ) 的 谍 规 : 具体 
做 法 是 , 当 在 Y 与 V* 之 间 建 立 一 一 对 应 的 映射 /, 划 页 次 天 量 空 半 从 肉 任意 两 个 
矢量 |4) 与 1B) 定义 它们 之 间 的 内 积 , 使 女 成 如 具 禄 出 雏 运 竺 晓 度 量 空间 . 例如 ， 
将 其 中 之 一 作对 偶 映射 |B) 一 1B) = (B 芭 之 后 两 半 芭 与 |4)G9 宗 积 , 得 (B|A) EC， 
称 为 右 矢 |4) 在 右 矢 |B) 上 的 投影 . 类 似 则 还 可 奈 讨 论 态 迁 4B) 在 右 矢 |4) 上 的 投 
影 , 即 (41B) e C. 易 证 

(BI A AB) = (ARN)”. 


因此 , 上 式 中 如 果 令 |5)S |4), 秃 (请 4) 必 为 实数 . 如 果 进 一 步 假定 除 |4) = 0 外 ， 
有 
(4|A) > 0， (1.3) 
则 称 正 实数 (4|4) 的 贡 太 根 
((414) 六 三 14)| 
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为 矢量 |4) 的 范 数 , 且 有 如 下 施 瓦 兹 (Schwartz) 不 等 式 成 立 : 
(AIB)P < (4|4)(BIB). (1.4) 


共有 这 样 性 质 的 矢量 空间 V( 左 矢 空间 V* 类 似 ) 称 为 正定 厄 米 度量 空间 . 由 上 面 
分 析 可 知 , 当 在 Y 与 V* 两 矢量 空间 成 员 间 具有 一 一 对 应 的 对 偶 映 射 , 则 V 与 V* 
均 为 具有 上 毛 米 度量 的 矢量 空间 . 反之, 当 矢 量 空间 V 上 定义 有 正定 的 龙 米 度量 时 ， 
V 称 为 龙 米 空间 , 这 时 在 V 与 V* 成 员 之 间 一 定 存在 有 一 一 对 应 的 对 偶 映 射 

线性 算 子 ”作用 于 矢量 空间 V 上 的 线性 算 子 5, 将 使 V 中 任意 矢量 |4) 映射 
到 Y 中 为 一 个 矢量 上 , 即 


LV oy, 


14) 一 也 4) eV, 4 从 
日 具 有 性 质 SS 
L(A) +1B))=£5A) + LB), 


LAIA))=XL|A), 
即 志 为 保持 矢量 空间 结构 的 线性 算 子 , $€ hom(V,V) 
作用 于 矢量 空间 V 上 的 线性 算 子 集合 记 为 { 忆 }. A 


定义 线性 算 子 间 的 各 种 运算 . 例如 , 利用 矢量 间 的 加 法 运算 可 定 》 oS 
算 


LlA) + £2|A) = (bi + £2)|A); (人 SS 
利用 矢量 与 数 乘 运算 可 定义 算 子 与 数 乘 运算 cp 


(al4)) = 人 (位 
于 是 线性 算 子 集合 本 身 也 组 成 线性 空间 . AS 量 的 作用 还 可 定义 
线性 算 子 间 的 乘法 运算 


oa 
AN) 


AN ) = (LiL2)L, 
且 在 算 子 的 乘法 与 加 间 满 足 分 配 律 


Li(Ls 十 Ls) = = LiLo 十 pm 
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但 十 , 算 子 之 间 一 般 并 不 相互 对 易 , 即 
Liks # Lok. 


因此 矢量 空间 上 所 有 线性 算 子 集合 组 成 线性 代数 , 但 算 子 代数 是 不 可 对 易 线性 代 
数 ， 

正 交 基 矢 ”假定 线性 空间 V 上 定义 有 正定 的 厄 米 度量 , 则 Y 为 厄 米 空间 . V 
中 两 矢量 |4) 与 |B), 如 果 其 内 积 为 零 , 即 


(4|B) =0, 


则 称 此 两 矢量 相互 正 交 
在 ” 维 线性 空间 中 可 选取 个 线性 独立 的 矢量 , 记 为 {143),i 一 nj,V 。 。 
中 任意 矢量 |w) 可 用 它们 展开 


|w) = > 4), ciEC. 人 、~ 


对 于 厄 米 矢量 空间 , 从 任意 一 组 线性 独立 的 n 个 矢量 {|4;)} 出 发 , 可 i 


(eile;) = 6i7- 


例如 , 可 通过 如 下 施 密 特 (Schmidt) 正 交 化 过 程 来 实现 : xC OO 


选 lei) 满足 (人 SS 
Alei) =|41), | = OO C2 
选 lc) 满足 (位 
》zlez) = | 塌 ) 一 方 OO (1.7) 


其 中 , 线性 算 子 64 = |e1)(e1| 称 为 投影 算 


在 它 的 作用 下 , 任意 矢量 人 


SO 
因为 |42) 与 |41) 线性 亚 立 , 所 以 (1.7) 式 右 端 非 零 , 且 为 与 |e1) 正 交 的 非 零 矢量 ， 
再 选 归 一 化 因子 Xo 使 所 得 |ez) 归 一 . 
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类 似 地 , 可 选 jes) 满足 
Msles) = |43) 一 站 4a) — DolAs), 


三 |e2)(e2| 为 将 矢量 投射 到 |es) 的 投影 算 子 . 易 证 上 式 右 端 非 零 , 且 为 与 |e1)、 2 
交 的 非 零 矢量 , 再 选 归 一 化 因子 Xa, 使 所 得 les) 归 一 . 以 此 类 推 , 可 得 到 n 
二 {ei),i 二 1,… 它们 满足 (1.6) 式 . 
和 矩阵 表示 在 n 维 厄 米 空间 Y 中 选 定 n 个 正 交 归 一 的 矢量 {|ei),i = 1,… ,n)， 
称 为 正 交 归 一 完备 基 矢 组 (或 称 完 备 集 ), V 中 任意 矢量 jy) 均 可 由 它们 的 线性 组 
合 来 表示 , 即 
= > cilei), ci= (eily) eC. (1.8) 
=1 
因为 
(ww) = > < Ci 一 Vlei) (eily) = (| > lei) (eilw), (1.9) 


此 式 对 VV 由 任意 舌 量 均 成 立 所 以 有 完备 性 条 件 
lei)(es| = 》 房 = 工 人 0) 
i=1 二 由 


当 基 矢 组 选 定 后 , 任意 线性 算 子 5 也 可 用 它 对 基 矢 的 作用 来 表 匡 ， 例 如 , 将 
Lle;) 这 个 右 矢 按 基 矢 组 展开 


Llei) = 》 Lile;), 
j=1 


其 中 , 系数 
L;i = (ejlLleid 
这 样 算 子 也 可 写 为 
L = » Li |, (1.11) 

即 线性 算 子 可 用 方 阵 (Li;) 表 太 几 弄 换算 子 的 谱 才 导 .因此 , 线性 算 子 间 的 代数 运 
算 , 与 其 表示 和 什 阵 的 代数 淫 算 袜 时 并 需要 注意 的 是 表示 矩阵 的 具体 表达 式 依赖 
于 基 矢 组 的 选取 , 而 算 子 鞠 是 确 观 的 几何 对 象 , 与 基 矢 组 的 选取 无 关 . 

厄 米 共 斩 变 换 A” 线 胜算 号 保 合 本 身 也 是 线性 空间 可 定义 作用 于 算 子 空间 上 
的 厄 米 共 轿 变换 , 它 蔬 蚌 前 面 态 和 撩 间 对 偶 变 换 的 推广 . 由 算 子 5 对 任意 右 矢 |w) 的 
作用 , 得 右 矢 

的 = Lly), 
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对 上 式 两 边 作 对 偶 变 换 
(8| = Fl) = (pi, 
借助 上 面 方案 可 对 任意 线性 算 子 也 定义 厄 米 共 斩 变 换 
1t:L— ii 
具有 性 质 


(Libo)t = bthi. (1.12) 
易 证 + 的 矩阵 表示 相当 于 的 矩阵 表示 (Lij) 的 转 置 复 共 罗 
Ll = (1.13) 
作用 在 整个 矢量 空间 上 的 线性 变换 习 , 如 果 这 种 变换 是 一 一 对 应 的 , 这 种 线性 ~ 
变换 算 子 称 为 非 奇 异 算 子 , 此 时 可 讨论 其 逆 算 子 % (人 
SS 


1¢) = UY) 


六 -的 = Iw). 人 ~ 
当 采 用 一 定 表 象 ( 选 定 正 交 归 一 完备 基 矢 组 ) 逆 算 子 可 用 原 算 子 的 表示 ; 


的 逆 
矩阵 表示 , 而 逆 矩 阵 存在 的 条 件 , 即 表示 矩阵 行列 式 不 为 零 ， 入 7 
异 算 子 的 条 件 
当 逆 算 子 存在 , 容易 证 明 它 们 满足 
i 


(OW) VD. Os x 


在 量子 力学 中 , 有 两 类 线性 算 子 最 为 重要 : 
OF om 


(1) 厄 米 算 子 
Co Se 


At= 4. 
力学 量 算 子 , 如 动量 算 子 pb, 坐标 算 子 2 外 险 密 
(有 厄 米 度量 的 线性 空间 ) 上 的 厄 米 算 子 ; 


(2) 么 正 算 子 
兰 了 4 SN (1.16) 


表象 变换 算 子 都 是 么 正 算 洲 AN 苛 痪 化 算 子 也 是 么 正 算 子 . 
表象 及 表象 变换 Qe 
1,..- > 


间 V 中 选 定 个 正 交 归 一 的 基 矢 组 {|i),1 = 


,nn}, 满足 
(i|j) = 6;; ” ( 正 交 归 一 条 件 ) 


> |i)(i| = 了 (完备 性 条 件 ) (1.17) 
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V 中 任意 矢量 lw) 均 可 由 它们 的 线性 组 合 表示 为 


-Da ci = (ily) € (1.18) 
而 任意 线性 算 子 A 也 可 表示 为 
A= 2 lA As= (A) eC, (1.19) 


因此 态 天 空间 基 矢 组 选 定 后 , 线性 算 子 及 态 矢量 都 可 表示 为 矩阵 形式 , 称 为 矩阵 表 
不 : 


A=(4s), [WD=| . |, Wl=(d,6,. ,0). (1.20) 
如 男 选 一 组 正 交 归 一 基 矢 组 {|i')} 作为 基底 , 就 相当 于 选 了 另 一 种 示 ， 
这 时 算 子 及 态 矢 的 矩阵 表示 都 要 做 相应 的 改变 , 称 为 表象 变换 . 
用 书 


整个 矢量 空间 上 的 表象 变换 是 么 正 变换 . 因为 , 假定 在 表象 变换 作 
的 基 矢 组 {|i)} 变换 成 {|i)}, 且 Ng 


区 = 0)= 2 (GID) KO 人 


-2 Un, Us of 
由 于 原来 基 矢 组 {|i)} 满足 正 交 归 一 和 完备 性 条 Bs > . 
足 正 交 妇 一 和 完备 性 条 件 , 则 可 证 明 算 子 U;i) 
正 矩 阵 . 
事实 上 , 用 要 求 变 换 后 的 新 基 捧 组 |i 2 条 件 


他) iUli) 


即 
Ti 六 二 工 


其 次 , 再 要 求 其 满 性 条 件 


(= > 00 = V01 = 


> 从 
SS 
线性 算 子 的 代数 运算 , 便 与 其 表示 矩阵 的 运算 相对 应 . 


.18 ， 第 1 章 ”量子 力学 及 其 路 径 积分 表述 


UiDV =0U0t=I 


=D-1. 
在 表象 变换 下 , 态 矢量 |%) 和 各 力学 量 对 应 算 子 4 按 如 下 规律 变换 : 
w=UwW), A=UVA0-!= UAUVT. (1.21) 
表象 变换 不 改变 算 子 的 代数 结构 , 不 改变 算 子 所 满足 的 方程 . 
本 征 值 问题 ” 厄 米 算 子 (力学 量 算 子 ) 的 本 征 值 与 本 征 态 具有 一 些 特殊 的 性 


质 . 对 于 某 特定 线性 算 子 4, 在 态 矢 空 间 常 存在 这 样 的 态 矢 |a), 满足 .从 


Ala) = ala)， 


(1.22) 
即 算 子 4 对 态 矢 |a) 的 作用 , 相当 于 一 个 数 a 与 态 矢 |a) 相 乘 , 或 者 说 , 算 子 pA 
作用 不 改变 态 矢 |a) 的 方向 , 这 时 态 矢 |a) 称 为 算 子 4 的 本 征 值 为 a 的 本 征 态 矢 
(或 本 征 态 ). 

下 面 通过 介绍 几 个 定理 来 着 重 介绍 厄 米 算 子 At = A ~ 


定理 1 ” 厄 米 算 子 的 本 征 值 必 为 实数 . * OO 
证 明 : 因为 At = 4， 首 先 将 (1.22) 式 两 端 左 乘 nx 人 ©O 
Os 


ce 
Ce ‘Og 


1.23 
其 次 将 (1.22) 式 两 边 作 厄 米 共 辆 运算 得 9 
人 :从 


(al4 
再 对 上 式 两 端 右 乘 |a) 后 与 (1.23 ON 


oalo < 


pn 人 即 (alay) > 0. 因此 有 
即 厄 i? 


> 


实数 . 
定理 2 ” 尼 米 算 子 属 丁 不 同 本 征 值 的 本 征 态 和 撩 相互 正 交 . 
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证 明 : 设 |a)、|8) 为 厄 米 算 子 4 的 分 别 属于 本 征 值 为 a、6 的 本 征 态 矢 . 将 
416) = 816) 作 厄 米 共 轿 变 换 , 并 利用 定理 1 得 


(81A = (6lp， 
上 式 右 乘 |a) 后 与 (1.22) 式 左 乘 (6| 相 减 得 
(a— 8)(Bla) = 0， 


由 于 a 关 6, 因此 (8la) = 0. 

定理 3 ” 非 奇异 厄 米 算 子 的 本 征 态 和 撩 可 组 成 完备 集 . 

证 明 : 在 态 矢量 空间 选取 一 定 表象 , 则 算 子 的 本 征 值 方程 变 成 n 维 厄 米 矩 阵 的 
本 征 值 问题 . 由 矩阵 代数 知 , 厄 米 矩阵 可 通过 么 正 算 阵 变换 成 为 对 角 和 矩阵 , 即 


A'—DAUV-!= diag( 和 Al, A2,.… ). 


非 奇异 厄 米 算 子 有 ” 个 非 零 实 本 征 值 , 分 别 对 应 于 ”个 相互 线性 独立 的 本 征 态 矢 
由 定理 2 知 , 厄 米 算 子 不 同 本 征 值 的 本 征 态 矢 间 相 互 正 交 . 对 于 本 征 值 简 并 的 本 征 
态 大 , 可 采用 施 密 特 正 交 化 , 将 简 并 本 征 态 矢 重新 线性 组 合成 相互 正 交 的 本 征 态 矢 ， 
于 是 得 到 ”个 相互 正 交 的 本 征 态 矢 , 它们 组 成 完备 集 . 

定理 4 ”如 果 两 个 厄 米 算 子 相 互 对 易 , 则 它们 有 共同 的 本 征 态 冬 , 且 它们 的 其 
同 本 征 态 矢 能 组 成 完备 集 . 反之 亦 然 , 即 如 果 两 个 厄 米 算 子 的 共同 本 人 入 上 医 和 撩 能 组 成 
完备 集 , 则 它们 必 可 对 易 . 

于 是 当 厄 米 算 子 4 的 本 征 值 为 A 的 本 征 态 矢 简 并 时 , 第 峡 继 与 启 对 易 的 捷 
米 算 子 B, 它们 有 共同 的 本 征 态 矢 | 和 ,1)，4 为 B 的 本 征 介 这 党 可 将 简 茶 过 征 态 
矢 进一步 分 类 , 使 它们 相互 正 交 (不 需 采 用 施 密 特 正 交 化 对 演 ) 刘 8 果 迁 个 能 完全 消 
除 简 并 , 则 可 进一步 寻找 与 4A、B 都 对 易 的 厄 米 算 巴 C9 和 冤 症 EE 们 的 OS 同 本 征 态 矢 . 
如 此 类 推 , 最 后 找到 相互 对 易 的 厄 米 算 子 集合 , 定位 we 个 本 征 沪 尖 没 有 两 个 有 完 
全 相同 的 本 征 值 (不 简 并 ), 组 成 相互 正 列 郊 备 集 ， 南 这 组 相互 对 易 的 厄 米 算 子 集合 
称 为 力学 量 的 完全 集 . 
1.1.2 ”量子 力学 体系 的 三 种 表妹 

以 上 用 狄 拉 克 符 号 来 考 法 有 曙 维 矢量 空间 牢 疹 矢 与 算 子 的 代数 结构 ， 而 量子 
力学 体系 中 描写 物理 体 枉 状态 的 晤 矢 室 间 一 一 希 尔 伯 特 空间 是 具有 厄 米 度 规 的 无 
穷 维 的 完备 空间 ， 基 59 和 从 和 间 尾 上 述 有 限 维 矢量 空间 的 推广 ， 当 线性 空间 维 数 
n 一 oo 时 , 会 出 现 一 此 据 的 特点 . 例如 , 对 于 无 限 维 矢 量 空间 V, 其 伴随 空间 V* 
是 具有 更 高 维 数 的 线 忆 空间 . 因此 (1.2) 式 不 再 适合 , 即 


VY* = hom(V”,C) A V, 
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n 维 天 量 空间 的 ”个 线性 独立 的 矢量 组 必 完 备 . 而 对 于 无 穷 维 矢量 空间 , 其 完备 性 
问题 需要 分 析 . 

无 穷 维 态 矢 空间 的 完备 性 ”前 面 曾 假定 态 矢量 空间 是 有 限 维 (n 维 ) 的 , 当空 
间 维 数 ”增加 到 无 穷 时 , 就 会 产生 无 穷 级 数 的 收敛 性 问题 . 对 于 n 维 矢量 空间 , m 
个 相互 正 交 矢量 集合 自动 完备 , 空间 中 任 一 矢量 都 可 用 它 展 开 . 而 对 于 n 一 co 时 
的 无 穷 维 矢量 空间 , 其 完备 性 条 件 需 要 重新 定义 . 
， 在 态 矢 空间 , 如 果 任 一 态 矢 |w) 都 可 用 线性 独立 右 矢 序 列 {|4i)} 的 线性 组 合 
》 ,cil4;) 逼近 , 使 其 误差 的 模 任意 小 (满足 e-N 条 件 ), 即 


于 


区 0 
Rl 


则 称 态 矢 序列 {|4;)} 为 完备 序列 . 
对 完备 态 矢 序列 , 可 用 施 密 特 正 交 化 过 程 逐一 正 交 化 , 形成 正 交 归 一 的 完备 序 
列 {|)}, 满足 


<e 当 了 > Ne， 


《7 = 6i7, 4,7 = 1,2,... ,00, (1.24) 
因此 , 可 得 态 矢 |w) 的 最 佳 逼 近 的 线性 组 合 


Ds i 
其 中 , 系数 {和 i} 满足 贝 塞 尔 人 不 等 式 , 即 
Dr< ww, 3 n> NG es 
可 以 证 明 , 只 要 最 佳明 近 式 满足 
-sl 


人 ce WB> N(eX (1.26) 
则 称 》 Ai 平均 收敛 于 | 办), 准 为 


|w) = DAili) = 2 lily). 
由 于 上 式 对 任意 态 紧 雹 适合 , 故 无 穷 维 态 撩 空间 的 完备 性 条 件 可 写 为 
2 办 亿 一 工 (1.27) 
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(1.24) 与 (1.27) 式 是 无 涩 维 希 尔 伯 特 空间 正 交 归 一 完备 基 {|)} 所 必需 满足 的 两 个 
条 件 . 

以 上 曾 假 定 基 矢 指标 为 离散 谱 , 当 基 矢 指标 为 连续 谱 时 , 应 将 相应 求 和 化 为 积 
分 , 将 离散 的 6; 符号 化 为 相应 的 5 函数 . , 

在 量子 力学 中 , 描写 物理 体系 运动 状态 的 是 态 矢 空间 中 的 非 零 态 矢量 . 为 简单 
起 见 , 先 分 析 单 粒子 一 维 运动 , 其 力学 量 完全 集 仅 需 一 个 力学 量 : 坐标 人 或 者 动量 
$, 或 者 哈密 顿 景 廊 . 本 征 态 矢 集合 在 态 矢 空间 完备 , 即 态 矢 空间 的 任 一 态 矢 |w) 都 
可 用 它们 展开 . 这 里 将 介绍 通常 情况 下 常用 的 三 种 表象 (representation). 

1. 坐标 表象 

以 坐标 算 子 全 的 本 征 态 矢 组 {lz)} 作为 完备 基 , 满足 正 交 归 一 和 完备 性 条 件 

人 zz》 = 6(z — 2"), 


[ES i (1.28) 
任意 态 矢 |w(t)) 可 用 坐标 基 矢 展开 为 
wD) = Ti) = aaa) (alwlt) arta)wtt) 


其 中 , 消 数 w(x,t) = (zlw(t)) 是 态 矢 |w(t)) 在 坐标 表象 中 的 展开 系数 ,， 称 为 坐标 里 
象 波 函 数 . 波 函 数 (zx,t) 代表 体系 在 坐标 空间 的 概率 密度 振幅 , |%(2AOP 代表 粒 
子 在 坐标 空间 的 概率 密度 分 布 . 

2. 动量 表象 

类 似 地 , 也 可 取 动 量 算 子 的 本 征 态 矢 组 {|p)} 作为 宰 备 大 满足 正 迹 赔 汪 和 完 
备 性 条 件 , 即 


(plp) = 6(p— 7® 
ap 和 = (1.29) 
而 坐标 基 矢 |z) 与 动量 基 矢 |p) 嚼 的 标 积 给 证 般 种 表 @ 讨 表象 变换 的 矩阵 元 
bm) = : eipz — NA 
人 》 = NE = 全 )] 》 (1.30) 
即 
= ol 区 ) 吉 4 0 1.31 
tn) = (oO Pn) owl) = -| tei™olpt), (1.31) 


其 中 , 函数 p(p,t) = (p(t)) 是 体系 运动 状态 在 动量 表象 中 的 波 函 数 , Ip(p,)|? 代 
表 粒 子 在 动量 空间 的 概率 密度 分 布 . 
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3. 能 量 表象 


同样 , 还 可 取 哈 密 顿 算 子 的 本 征 态 矢 组 {|n)} 作为 完备 基 (这 里 暂 定 体 系 能 谱 
取 分 立 值 ), 其 满足 正 交 归 一 和 完备 性 条 件 , 即 


(| m) = Onm， 
SIn) (nl =L. 0 
波 函数 为 
Vn) = (ol) = Pel) ov) = Dnl®) 


IC.(D)| 代表 体系 的 能 量 概率 分 布 . 车 集 合 {Cn (2)} 已 知 体系 的 运动 状态 也 就 可 
知 了 . 可 将 {C(t)} 排 成 列 矩 阵 (Cn()), 用 它 描写 微观 粒子 的 运动 状态 . 实际 上 ， 
yz，9D, 人 ,Cn 人 是 微观 粒子 同一 运动 状态 的 三 种 不 同 表达 方式 , 称 为 态 矢量 
( 波 函 数 ) 在 不 同 表象 中 的 表示 . 

1.1.3 ”描写 量子 力学 体系 动力 学 规律 的 三 种 绘 景 


量子 系统 随时 间 演 化 的 表达 方式 称 为 绘 景 (picture)， 由 于 状态 随时 间 的 演化 
包括 态 矢量 和 力学 量 两 个 方面 , 所 以 有 可 能 采用 多 种 表达 方式 . 例如 , 下 朋 将 坊 随 
时 间 的 演化 归 因 于 态 矢量 的 改变 , 也 可 归 因 于 力学 量 的 改变 , 或 者 将 状态 随时 间 购 
改变 部 分 地 妇 因 于 态 矢 量 , 部 分 地 归 因 于 力学 量 . 与 上 述 三 种 方式 相 过 应 , 通常 有 
三 种 绘 景 , 即 薛 定 谓 绘 景 、 海 森 伯 绘 景 和 相互 作用 绘 景 . 这 里 只 所 过 前 下 种 , 相 示 
作用 绘 景 在 微 扰 量子 场 论 中 常用 , 将 在 第 4 章 介 绍 微 扰 问 超时 次 对 桶 互 作用 答 厦 
作 简 单 介 绍 . 

量子 力学 中 讨论 的 抽象 态 矢 | 罗 ( 希 尔 伯 特 空间 中 态 关 久 与 算 子 G{ 笑 用 于 希 尔 
伯 特 空间 上 的 算 子 ) 都 不 是 可 直接 测量 的 物理 量 , 年 进行 观 桶 的 是 内 洁 鱼 的 平均 值 
(外 OO 办、 力学 量 在 态 矢 闻 和 矩阵 元 (| O |w)、 态 全 在 申 国 表象 交流 园 数 (z| w(t)) = 
力 (z,t) 的 平方 等 . 虽然 哈密 顿 量 廊 决 写 着 这 些 知 蜂 元 随时 前 演化 , 但 是 在 形式 
上 将 其 随时 间 演 化 的 关系 归 因 于 和 矩阵 元 虹 的 不 同 因子 而 全会 影响 观测 结果 . 在 分 析 
动力 学 规律 时 常常 选择 不 同 绘 最 Gp 将 时 间 泡 脱轨 因 入 短 阵 元 中 不 同 因 子 , 而 使 问题 
的 讨论 得 以 简化 . 

例如 , 对 于 可 测 的 力 党 讲 E 均 个 随时 间 的 演化 , 薛 定 谓 绘 景 将 它 随 时 间 的 演化 
完全 归 因 于 态 矢量 , 即 


(WM)) t) =s (YE) OsIY(t))s, 
而 海 森 伯 绘 景 则 将 它 完全 归 因 于 力学 量 算 子 , 即 
(bOI#))() =a (VIOn (ly) =s (WHIOs (0))s, (1.33) 


1.1 量子 力学 若干 基本 概念 回顾 :23 


其 中 , 对 态 矢量 与 力学 量 算 子 采用 下 标 “S” 或 “万 ”, 以 区 别 它们 属于 薛 定 刘 绘 景 
或 者 海 森 伯 绘 景 . 未 加 标记 的 态 矢 狄 拉 克 符 号 , 通常 采用 薛 定 刘 绘 景 , 在 不 引起 混 
消 时 , 常 忽略 下 标 . 
1. 薛 定 请 绘 
a 当 体系 哈密 顿 量 确定 后 , 态 矢 |w(t))s 决定 体系 的 所 有 
性 质 . 例如 , 对 体系 进行 某 力学 量 测量 时 , 态 矢 可 以 确定 被 测量 力学 量 本 征 值 的 概 
率 分 布 , 即 
他 | 人 的 )s = Pz,t), 
人 pI8)s = plp,t), 
(nlC(t))s = Cn(t). 
以 上 三 式 分 别 代表 体系 在 坐标 空间 、 动 量 空间 以 及 能 量 空间 的 概率 密度 振幅 . 另 一 
方面 , 如 果 已 知 体系 在 上 = to 时 的 初 态 |w(to))s, 那么 可 以 完全 确定 以 后 任意 时 间 
的 态 矢 |w(t))s, 即 在 薛 定 谓 绘 景 中 , 有 


[w(t))s = Ut, to)ly(to))s, 34) 
0(t,to) 是 线性 算 子 , 且 当 + 上 一 如 时 , 有 


从 、 


入 
RC 


lim UV(to + e,to) = cx (1. 
由 概率 守恒 要 求 , 态 矢 的 归 一 化 应 不 随时 间 变化 , 故 要 求 SN 六 


tt (t,to)U( t , to) DN 
即 六 (t,to) 也 是 名 正 算 子 . 由 动力 学 原理 知 ， SB 


应 满足 
Te FU to) WAT) Re (1.36) 
满足 初始 条 件 RS 
fio,to) 一 工 RN (1.37) 
其 解 可 表示 为 | . 
n 一 -| dtH (gq,p,t). (1.38) 
当 喻 密 顿 量 不 显 含 斥 ，(1.38) 式 可 形式 解 为 


U(t,t0) = Ut to0) = et-to)H (1.39) 
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2. 海 森 伯 绘 景 


海 森 伯 绘 景 是 将 体系 运动 状态 随时 间 的 演化 完全 归 因 于 力学 量 算 子 , 而 态 矢 量 
不 随时 间 变 化 . 通常 令 初始 时 刻 薛 定 廖 绘 景 和 海 森 伯 绘 景 重 合 , 于 是 有 


WH = I(t=0))s, On(t=0)= 0s. (1.40) 
随 着 时 间 的 演化 , 苹 定 读 绘 景 和 海 森 伯 绘 景 中 态 和 撩 量 的 关系 为 
WH = 0 1(0)|w(t))s = ei hy (t))s, (1.41) 


可 见 , 时 间 演 化 算 符 也 是 一 个 绘 景 变换 算 子 , 它 使 任意 时 刻 的 态 矢 量 从 海 森 伯 绘 景 
转换 到 薛 定 庄 绘 景 . 利用 前 面 的 (1.33) 式 容 易 得 到 力学 量 算 子 将 作 如 下 绘 景 变换 


On (t) = etOse 一 二 (1.42) 


显然 , 系统 的 哈密 顿 算 子 在 这 两 种 绘 景 中 完全 相同 . 
在 海 森 伯 绘 景 中 , 人 们 将 系统 状态 随时 间 的 演化 完全 归 因 于 力学 量 随 时 间 的 改 
变 , 因此 力学 量 随时 间 的 演化 方程 就 是 系统 的 动力 学 方程 . 将 力学 量 算 子 吃 光 对 间 
求 导数 , 得 
hE On (0) = - 方 Da(O+On 人 的 应 = [Or 四, 让 |， 避 23) 


这 就 是 海 森 伯 绘 景 中 的 动力 学 方程 , 是 经 典 运动 方程 (1.1) 的 推 孝 /月 海 森 伯 绘 便 
更 易 分 析 量 子 力学 与 经 典 力学 对 应 , 特别 是 在 推广 到 相对 论 情 中 且 s 竟 易 守 成 坊 变 
形式 . 
波 函 数 %(z, 随时 间 的 演化 , 也 可 采用 不 同 绘 芙 漠 表 息 /在 功 宝 6 蕉 景 中 , 虽 
然 态 矢量 随时 间 变化 , 但 由 于 力学 量 不 随时 间 变 化 ,县 久 旬 本 征 色 事 雪 象 中 的 基 矢 
不 随时 间 变化 . 与 此 相反 , 在 海 森 伯 绘 景 由 就 欠 吕 不 限时 间 添 和 60“ 得 基 拓 随时 间 变 
化 . 因此 波 函 数 
y (zd) = rly ra (2 0 (1.44) 


既 可 用 不 显 含 t 的 其 定 谓 绘 景 基 攻 4 嫩 , = |z) 展 丽 要 将 时 间 演 化 归于 态 矢 |w (1))。， 
也 可 用 显 含 二 的 海 森 伯 给 大 对质 展 宇 , 而 态 矢 |w)y 本 身 不 显 仿 时间. 
海 森 伯 绘 景 中 的 基 ARucz,br 胆 


ZH(t)= esltzo-iAt 


Lp(t) lr,tp = 7|7,t)p. 


1.2 费 罗曼 传播 函数 及 其 路 径 积分 形式 . 25 


易 证 , 基 矢 
|z,t)p = er Ht|z)s 
自然 满足 正 交 归 一 和 完备 性 条 件 


i 


H(T,t|z,t)n = (7| oiAtehAt lz = (z 12) = 6 (7 — 2), 


|a |z,t) pn (7,t| = [ED |z) (zle- At oe1. (1.45) 


必须 强调 的 是 , 海 森 伯 绘 景 中 的 基 矢 所 满足 的 正 交 归 一 和 完备 性 条 件 仅 在 同一 时 刻 
的 基 矢 间 成 立 . 

除 以 上 两 种 绘 景 外 , 在 采用 微 扰 方法 处 理 问题 时 , 还 会 采用 “相互 作用 绘 景 ”. 
后 者 仅 在 本 书 中 第 4 章 以 后 出 现 , 那 时 再 介绍 . 希望 读者 先 对 常用 的 薛 定 刘 绘 景 及 
海 森 伯 绘 景 熟悉 应 用 . 


1.2 费 恩 曼 传播 函数 及 其 路 径 积 分 形式 


1.2.1 ” 费 恩 曼 传播 函数 及 其 路 径 积 分 表述 


费 轧 曼 传播 函数 ”对 于 不 同时 刻 的 态 矢 , 其 时 间 演 化 过 程 具有 竺 富 的 物 模 山 
容 . 例如 , 假设 名 > 如 , 则 


WTo,to)= (Tob (to)) = H (ro,tol| WH 


=|az。 H (Tp,to| Ta, ta) HH (Zo, tal 7 


=| az (zp, tb; Ta, ta) wl pa NA) (tp > tO (1.46) 


(1.46) 式 很 像 光波 传播 的 惠 更 斯 原理 : 粒 矿 在 轧 对 一 于 zx 的 概率 幅 , 正 是 在 t。 时 
刻 位 于 波 面 了 上 z。 点 次 级 源 传播 的 概 环 燥 的 着 加 ， 因 山 NR (zp,tp; za,ta) 称 为 费 
恩 曼 传播 函数 (Feynman propagar) 或 费 恩 曼 核 (ESman kernel) 


到 (Zo, tp; Ca, to) 和 (ZT +, | Za， to)H 
jee 
= (Zolaxp 人 -ae 一 器 } |zay》 (to > to); (1.47) 


若 费 恩 晕 传 播 函数 己基 便 可 获得 体系 全 部 的 量子 力学 信息 . 
无 穷 维 积分 ( 泛 函 积 女 ) ” 费 恩 曼 传播 函数 有 着 深刻 的 物理 意义 , 是 本 书 中 研究 
的 重点 .在 实际 物理 问题 的 研究 中 , 费 恩 曼 传播 函数 常 被 表示 成 路 径 积分 的 形式 . 
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De 为 简单 起 见 , 首先 讨论 一 维 动力 学 体系 , 且 设 哈密 


顿 量 不 显 含 时 间 万 = 3 十 Y(z),， 以 后 在 进一步 推广 到 高 维 及 势能 含 时 间 的 情况 
是 很 容易 的 . 
为 将 费 恩 曼 传播 明 数 表示 为 路 径 积 分 形式 , 将 时 间 间 隔 T= 包 一 如 等 分 成 宽 
上 度 为 和 的 小 间隔 , 即 
c= 了 tb 7 三 0,1 ,AN 一 1. 


皮 0 一 ta,tw = 三 , 而 中 间 时 间 与 取 为 


tj =tot+je j=1,2,.,N-1. 


对 每 一 中 间 时 刻 姜 , 取 坐 标 基 矢 的 完备 基 {|zj, 刀 );}. 利用 完备 性 关系 4 KN 


| [zj ti) pp (zi,t;|=1, 
在 费 罗曼 传 播 函数 K (zx6,to; Ta,to) 中 插入 (N - 1) 个 单位 算 子 , 得 


K (zo, to; Ta ta) = 《Zb， to| I.- “Tzo, ta)p 
=| ao “dLN-1H (Zoto| TN_1, LN)HH (ZN-1,tN— LA 
“|ziti)pyp (T1,t1| Lo, to)H 


= [dn dw kK (eo tos sw ty EK 1)K (zN- CR 


(ZiZoyto). 01.48) 


这 里 要 注意 时 间 的 单 向 性 ， ea oD 因为 哈 
密 顿 量 不 显 含 时 间 , 所 以 K (zo,to; zs 如) 仅 依 oa 这 样 费 恩 受 
传播 函数 可 记 为 N 个 因子 乘积 的 (N -外 量 积 


(zp, te’ SN 
| 
an S Lj}€ (1.49) 


取 而 一 to 固定 ， Oe = 一 0, 便 可 得 到 无 穷 维 积分 . 


短 时 传播 函 为 获得 费 恩 曼 传播 函数 路 径 积分 形式 , 首先 需要 计算 中 间 每 
一 个 无 穷 小 时 间 间 隔 号 一 0) 的 费 恩 曼 传 播 函数 , 常 称 为 短 时 传播 函数 (short time 
kernel): 


K (zo, Ta; T)= 


1.2 费 恩 曼 传播 疯 数 及 其 路 径 积 分 形式 .27 . 


we 
K (rm) (umlexp {~ le;) 


= (Xj+1|€Xp 全 六 一 zeV (0) [x7). (1.50) 


在 路 径 积 分 理论 中 , 短 时 传播 函数 实际 上 就 是 费 恩 曼 传播 函数 的 微分 形式 . 在 各 种 
物理 问题 的 应 用 中 , 都 是 从 短 时 传播 函数 的 计算 开始 的 , 因而 十 分 重要 . 另 一 方面 ， 


因为 哈密 顿 量 志 为 厄 米 算 子 , 时 间 演 化 算 子 ep 人 7] 为 么 正 算 子 , 所 以 量子 


信息 传播 是 么 正 性 的 , 因而 可 由 短 时 传播 函数 相 乘 得 到 全 程 振幅 . 
下 面 来 计算 短 时 传播 函数 ， 注 意 到 (1.50) 式 指数 上 两 因子 的 不 可 交换 性 , 将 


(1.50) 式 进 “ 步 展开 时 要 用 到 Zassenhaus 公式 中 ~ 


exp{e(A+ B)}=e:se‘? exp {-$ [4， 可 } 


2 
a {e (ij [4,B] + 34, 六 a } Cs 人 、 


或 BCH 公式 (Baker-Campbell-Hausdorff formula)@ 0 
ex4 .eB =exp { | AN 
3 


且 在 计算 中 要 求 保留 到 O (ez) 项 , 以 使 个 因子 相 乘 以 后 1 人 和 阁 到 


样 才 可 保证 在 取 < 0 极限 以 后 得 到 精确 等 式 , 让 AO 


es(4+B) 一 oeAeeB :Ke CO (1.53) 
则 (1.50) 式 变 为 Re 


下 } |z;)(1 十 O(e)). 


中 Suzuki M. 1979. the convergence of exponential operator-Zassenhaus formula BCH 
formula and systematic approximation. Comm. Math. Phys., (57): 193~220. 
©@ Naimark M A I. 1982. Theory of Group Representation. Berlin: Springer. 
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注意 到 
ds (=a) 2) = {kev Co) } 5 (0 2), 
人 | 2)= -emp 仁 训 |] 


i ~ i p2 
(zj+1|exp 全 所} |p) = exp -i (Tj+1|p) 


则 短 时 传播 函数 对 zx 积分 后 得 


K (Zit+1, T3; €) -| 2 exp {jr —2;)— ze ( 吾 二 Vln) ) } NO 
x(1+O(e)). 人 


再 将 积分 宗 量 dp 记 为 dp;, 得 0 
K (zj+1, 727;€) 一 | SB exp {i (Zij+1 — Tj) 一 jc oo (1 (©)) 


路 径 积分 相 空间 表达 式 ”将 以 上 结果 代入 (1.49) 式 得 EN 


Od 

K (zo, te; To, ta) NS XK 
N-1 No1g i N=! co 

pe 下 


J 一 0 7=0 


x(1 二 O(e2))w cb 


. 
; dpy i ZJj+1 
e 一 0 ”和 =1 j=0 j=0 RN 
PTA 


Z(to)=zo 
=| D’z 


Z(ta) 一 Za 


| tp (ds) -Hs 让 (1.54) 


这 里 已 将 无 办 维 积 经 到 商 为 罗 积 分 ,其 积分 测度 常 简 记 为 
[veal [| I 上 “ 


1.2 费 恩 曼 传播 前 数 及 其 路 径 积 分 形式 . 29 . 


显然 , 路 径 积分 是 在 坐标 -动量 空间 中 的 无 穷 维 积分 ， 由 于 坐标 空间 积分 维 数 比 动 
景 空间 积分 维 数 少 一 维 , 故 打 一 撤 ( 常 省 略 ), 且 (1.54) 式 中 Dz(t)Dp(t) 中 参数 上 是 
提醒 被 积 变量 为 z(t;) = zx;,p(t;y) = Dj， 男 外 积分 上 下 限 仅 端点 坐标 固定 , 其 余 都 取 
值 在 整个 积分 空间 . 故 (1.54 ) 式 也 常 被 称 为 相 空间 路 径 积分 , 简 记 为 


(th D'zDp 直 S[P,z] 
一 一 一 和 和 


K ,Tata) = 
(xo, to; 2 ta) De Dh ( 56) 
或 简 记 为 We 
K (Zo, tp; Ta, ta) 3 dd (1.57) 
其 中 , 相 因子 ; 
b 
Spal® = | dtlps—H (pa), (1.58) 
去 


称 为 “ 相 空间 作用 量 ”. 值得 强调 的 是 : @ 路 径 积分 符号 上 指标 zw，zb 是 指 在 时 间 
端点 上 的 坐标 , 它们 固定 , 而 对 中 间 所 有 坐标 z(t) 及 所 有 动量 p(t) 都 取 全 空间 积 
分 . 加 “ 相 空 间作 用 量 ”S[p(t), z(t)] 并 非 通常 经 典 力学 中 的 作用 量 泛 函 5S[z(t), 导 
为 在 Sip(t), z(t)] 中 还 含有 p(tj， 此 外 在 相 空 间 不 存在 粒子 运动 的 轨迹 , 这 是 由 于 
有 测 不 准 原理 的 限制 , 坐标 与 动量 不 可 能 都 连续 , 或 者 说 在 相 空间 中 “ 轨 半 加 然 
是 不 连续 的 , 例如 , 对 于 积分 端点 , 坐标 z。 和 zs 受 限 制 , 而 动量 未 被 限制 
1.2.2 ”路 径 积 分 位 形 空间 表达 式 
正如 前 面 所 育 ， 由 于 坐标 和 动量 的 不 可 交换 性 ， 量子 力学 全 际 随 相 从 间 中 的 
“点 ”实际 上 是 不 存在 的 , 或 者 说 , 最 多 也 只 能 是 个 “斑点 ”, 规 久 ,已 幼 邮 也 就 不 能 
谈 及 “轨道 "和 “路 径 ”. 因此 , 还 需要 建立 位 形 空间 上 的 路 对 积 入 
注意 到 短 时 传播 函数 (1.54) 式 中 


dp 1 . Ap? 
Klomuei0- | 骂 o0 jn ) — 6 号] 


x(1 +0O(e2)), (1.59) 
其 中 , 对 动量 积分 为 高 斯 (Gaussi 铬 ) 型 , 可 预先 积分 


| Ng SACHEEDA 
orh™P \2m ji 

dp; ic 虹 ， 
-=| = (sit 27)) — (T(zsr1 3)) | 


f . 2 
WAL 芝 UMC i+1 we 之 
二 2 ( e ) 上 We 
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(1.60) 式 最 后 一 步 利 用 到 等 式 ( 见 附 录 (A.5)): 
i eR i 
『 we- 


1C 


于 是 


5 二 人 
K (zy +41, Ti;€) = aie op 2 jv | (1+0 (e)). (1.61) 


将 上 而 短 时 传播 函数 结果 代入 (1.49) 式 , 可 得 费 恩 曼 传播 函数 


K (zp, tp; Za) 1 ) 


NN— 1 证 N-—1 
加 ee : (1s) XP] 


(2 2) V (2) 


| 


JJ 一 1 7=0 
(tb) 一 2Z5 i 1 
-| pagem1 上 dt € m2? —V oj} 
zta) 一 za 态 
即 
K (Zb 友 ;Za 如 ) = w| Dz (t) exp {3s jz (ole (1.62) 


这 里 N 为 归 一 化 因子 , 上 共有 长 度量 纲 的 倒数 N ~ 四 -1, 式 中 
Slz (2)]e = ;| dt (Bm —V (4 (1.63) 


为 经 典 力学 中 的 作用 量 泛 函 . (1.62) 式 称 为 传播 函 类 蒋 位 球 空 间 人 多 路 径 积 分 表达 
式 . 
路 径 积 分 的 物理 解释 ”关于 位 形 空 间 上 路 径 祭 分 的 物理 意义 通常 可 解释 如 下 : 
ee a 二 (Xa,to), b= (zo, 坟 固定 , 入 加 条 间隔 N= t, 一 分 成 N 个 相等 


间隔 e = 元 ， 对 于 中 间 每 一 时 刻 伺 L 感 任意 点 zem 哑 岳 如 图 1.1 将 各 点 间 用 直线 连 


接 , 这 样 就 得 到 由 a 到 6 的 一 条 弟 答 》 当 一 co, 所 得 路 径 变 为 连续 但 无 处 可 微 . 
由 于 要 对 中 间 所 有 点 JW 到 愤 分 多 co ~ +co), 因此 当 N 一 co 时 , 整个 积分 变 为 无 
益 维 积分 . 这 样 所 济 路 篇 部 对 传播 函数 K 有 贡献 . 虽然 对 于 每 条 路 径 是 等 概率 的 ， 


但 是 相 因子 = 荆 e 和 即 


1.2 ” 费 恩 曼 传播 函数 及 其 路 径 积分 形式 .31. 


K (zo, to; Ta, ta) 


X(t)=r i ft 1 
-| Dz(t) exp 全 | dt (Bm 一 Vln)) } 
z(ta)=za hi, \2 


= > const . ekSIz(t)]. .64) 


zamz6 的 所 有 路 径 


显然 , 用 无 穷 维 积分 表示 并 对 路 径 系 综 求 和 的 费 恩 曼 传播 函数 K (ztp; zo,to 包 
含 了 全 部 动力 学 信息 , 其 突出 特点 是 : 体系 经 典 作 用 量 SIz(t)] 出 碳 夺 量力 学 的 
表示 中 ! 提供 了 经 典 力学 与 量子 力学 县 加 原理 的 联系 . 

量子 力学 中 , 所 有 路 径 都 对 演化 有 贡献 , 但 以 相 因 子 e255 由 | 方 取 重 % 国 此 主 
要 贡献 来 自作 用 基 稳 定 的 路 径 邻 域 , 特别 是 经 典 作 用 量 侦 相 两 对 很 大 时 (对 路 径 积 
分 页 献 几 乎 完全 局 域 在 经 典 路 径 附近 . 因此 在 费 思 昌 后 渤 晴 凤 的 表达 直 说, 既 要 对 
所 有 的 轨道 页 献 求 和 , 用 无 穷 维 积分 ( 泛 函 积分 ) 带刺 区 边 旦 子 化 ) 闻 时 体现 出 量子 
涨 落 的 结果 . (1.62) 式 中 的 因子 N 很 复 起 8 王 弘 栅 区 N 一 os 办 0 时 ,NV 趋 于 无 
限 . 但 在 通常 物理 问题 的 研究 中 , 仅 需 分 是 已 归 中 化 的 传 玫 申 数 , 亦 即 仅 需 分 析 动 
力学 变量 f(z) 的 系 综 期 待 值 


. (f(z)) = H(zotolf (z(t | ee {iseo0)} (1.65) 


H (Zo, toi ta)H | Dz(t) exp { ;seO} 


ba 


因此 , 相应 归 一 化 四 WN 可 以 消去 . 在 通常 的 计算 中 N 为 不 含 动力 学 变量 的 归 
一 化 因子 , 常 可 忽略 而 鸣 收 到 积分 测度 中 . 下 面 通过 对 自由 粒子 及 一 维 谐振 子 的 讨 
论 , 给 出 路 径 积 分 仅 依 赖 于 边 值 的 传播 函数 的 明显 表达 式 . 
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1,2.3 ”一 维 自由 粒子 的 传播 函数 
传播 函数 的 表达 式 ” 自由 粒子 是 最 简单 的 量子 力学 体系 , 其 拉 氏 量 函数 


1 
L= -mz 
2 


代入 (1.62) 式 得 自由 粒子 费 恩 曼 传 播 函 数 


m \ 全 rf |N-l EN 
K (xo, to; Ta, ta 1 dim mn (FF) | [Taz; exp 4 二 网 | :一 
二 1 
注意 到 高 斯 积分 公式 


1 
下 dzieia[(zs 一 zi) +(z1—z0)] 加 (=) 2 _ 工 , 尝 (ca-zo)2 
一 oo 


数学 归纳 法 可 证 高 斯 分 布 的 半 群 性 质 , 进而 可 证 


| aaaam Body dzN_16i° (TN -ZN 1) ++… 二 (za 一 zi)2 十 (zi 一 z0)3] 


六 一 1 
i 1 ice 
0 (1.66) 


现 取 a = 3-, 其 量 纲 [a] ~ 证 ,代入 (1.62) 式 , 最 后 得 一 约 芝 HACCE 电 传 播 藉 煞 


[ 


为 
N /: 们 一 1 
m ANY2 /ixn\ 2 , ; 
Kl(zo,to; ra,ta)= li ( ) 3 oN (Tb—7d) 
Cn we \ Qifie 局 oh 
= lim ( La 
全 27nihe VN 


I NR rp 一 Za) 
- (A ) oN 万 一 如 -} C0 


传播 函数 的 性 质 ”下 冰 对 前 由 神子 的 传播 函数 进行 几 点 分 析 与 讨论 : 

(1) 在 (1.67) 式 的 最 请 结果 中 需 取 极限 的 因子 N, e 不 见 了 ! 且 积 分 结果 仅 依 
赖 于 边界 的 值 . 这 是 风 由 广 了 熙 虞 函数 的 特性 之 一 . 

(2) 指数 上 因子 高 剑 上 为 经 典 作 用 量 S。 = Slzxa(t)], 即 正 是 固定 边界 值 a = 
(za,ta),b = (zo, 刀 ) 情况 等, 按 经 典 轨道 z(t) 计算 所 得 作用 量 , 亦 即 哈密 顿 主 函 数 
Set = 9(Zp tp; Za, ta). 


1.2 费 轩 曼 传 播 函数 及 其 路 径 积 分 形式 .33. 


事实 上 , 经 典 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 
A005 
dt OZ 
的 解 为 
Lol = v = const, 


故 经 典 轨迹 (由 a 一 6) 


Tb 一 
Tal (t) 一 Za 十 
tp— 


所 以 自由 粒子 经 典 作用 量 


ty 1 1 m (zo 一 Ta) 和 ~、 
全 本 | 2 ee tA a ED EN 
S [zalt)] = 上 dt3 me 3% (to — ta) Be 4 (人 


这 样 (1.67) 式 还 可 记 为 六 
K (xo, tp; za 如) = (sm) ep {Se 上 F(t, ~ ta)exp {ke}: (1. 人 
(3) 注意 到 5 函数 表达 式 为 >、 
Swe -za) = lim 人 下 | SS 


© 本 
,1 Kzo, ti Xayta) = (xo 一 Zao) XK Ko9) 


OO 
易 证 (zt;za,ts) 满足 自由 粒子 的 柱 定 铀 方程 mi C2 
pa t 


Ta 
t= ba) 
Fe(¢ — ts) 


故 所 得 传播 函数 满足 


hi Ke, tze 1 二 (1.70) 
ee fd 通常 鸭 平 面 动量 的 解 , 而 费 恩 
尝 传 播 函数 (1.67) 式 是 满足 边 解 . 

(4) 对 于 自由 粒子 ， .0 cs = et 的 矩阵 元 直接 
算出 
K(xp, to; Za ta) za) 


对 pz 积分 后 可 得 (1.67) 式 相同 结果 
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1.3 费 恩 曼 传播 函数 与 迹 核 函数 (量子 配 分 函数 ) 


在 1.2 节 , 将 费 恩 曼 传 播 函 数 K 用 无 穷 维 积分 表示 , 本 节 分 析 它 的 特性 表明 路 
径 积分 量子 化 与 其 他 量子 化 之 间 的 关系 , 表明 费 恩 曼 传 播 函 数 满足 薛 定 刘 方 程 , 并 
分 析 它 与 格林 (Green) 函数 的 关系 . 
1.3.1 ” 费 恩 曼 路 径 积 分 与 薛 定 谓 方 程 的 等 价 性 


在 1.1 节 曾 指出 费 恩 曼 传播 函数 KK (ze, 如; zata) 为 波 函 数 多 (x,t) 满足 的 积分 
方程 的 核 , 即 


yw (7,t) = | are (7,t; Xa, toa) Y (xa, toa), (1.71) 


而 此 积分 核 可 用 无 穷 维 泛 函 积分 表示 为 (1.62) 式 . 为 了 证 明 (1.62) 式 与 通常 量 : 
力学 表达 式 等 价 , 可 将 (1.62) 式 带 入 (1.71) 式 , 证 明 这 样 得 到 的 波 函 数 w(z,t) 满 


足 薛 定 廖 方 程 (na 痛 ) w(x,t) = 0. 首先 设法 求 少 (z,) 对 时 间 的 导数 , 为 此 纤 
(zt+e) 按 无 穷 小 量 e 展开 
vatto) = |ayK (ett eyt) yd), 、 


由 (1.61) 式 知 


m \3 je Im /xz—yYy 2 ， .人 
K(ntteyt)= (zi ) exp 4 世 于 (2 vy 4 | Ne + ON 


-” 


带 入 (1.72) 式 并 改变 积分 变量 y 一 z 十 ,得 
wp (r,t+e)= (si ) h dnBxp 12%7 ] [ 网 Ct | 
xyz+m 供 1+OUC 寂 


由 于 e 很 小 , 所 以 如 果 7 很 大 , 六 一 项 中 的 指数 医 叶 快速 振荡 , 这 些 页 献 相 互 抵 


消 ， 所 以 积分 的 主要 贡 南峰 自 积 共 区: 0 < jn < (下 ) 于 是 将 被 积 函数 
yz+yhbytz -全 名 股 泰 甘 级 数 展开 , 且 保 持 到 。 阶 . 利用 以 下 公式 


im onifie\ ¥ 
Le {ml )- 


1.3 ” 费 恩 曼 传播 函数 与 迹 核 函 数 (量子 配 分 函数 ) “ 35， 


| dn: nexp{ 如 太 ) = 0， 


| mw 7 ?op { 剖 -过 
对 展开 式 处 理 后 得 


(zt + e)= ( 性 mom {BRT } ( 一 EV (z)+0O (©)) 
x (vd) + (D+ FW (ed) + O07) ) 


. 下 € 
= t) — FV) td) + EE a(t) + O(e). (1.73) 
(1.73) 式 表 明 


Y(t) 一 Ri a et A eh) 


0 | — w(xz, i j2 02 六 
Ob rien0 € 一 (ra 三 二 yoi 人 
正 是 波 函 数 y(z,t) 满足 的 薛 定 谓 方 程 


人 


本 方面 讲 , 将 费 因 曼 传播 函数 K (x,t; x0,t0) = (zle 蕙 直接 


间 求 导数 , 得 
hiK (on &;70,to) =(z| Be A(t)|zo (0 ep 


-( 芋 红色 人 


A) 
见 费 思量 传播 函数 的 路 径 积分 表述 包含 了 和 葵 定 谓 方 程 表述 ， Cx 


2m, 
即 费 恩 曙 传播 函数 满足 薛 定 谓 方 程 AR” 
(wa ( )) K ch 0， (1.75) 
及 边界 条 件 
万 H (Xo,t| ra,t)H = 6 (x 一 Za). (1.76) 
1.3.2 ”格林 函数 态 汉 数 
格林 函数 ” 费 恩 误 播 函数 与 熟知 的 格林 函数 有 着 密切 的 联系 . 因此 , 借助 格 


林 函 数 可 以 将 路 径 积分 理论 应 用 到 许多 物理 领域 . 
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注意 到 费 恩 曼 传播 函数 中 时 间 参 变量 的 单 向 性 , 如 > 如 , 可 以 引入 格林 函数 


G (zo, to; Xo, to) 三 K (Zb， tp; Xa, ta) © (to et 2 ) . 


其 中 , 阶梯 函数 
_ | 0， 当 #t<0 
o0-{ 当 上 >0 
满足 


和 6 (t) =6(0). 
这 样 引 入 的 格林 函数 满足 非 齐 次 醉 定 请 方程 


(号 一 痛 ) G (zo,t; Ta,0) = if6 (zo — za) 6 (t), 


ot 
因此 格林 函数 是 时 间 演 化 算 子 


D(t) = etB 人 


在 醇 定 谱 表 象 下 的 矩阵 元 


C(zb， tp; Ta, ta) 一 (zo| D(ts 一 ta) [za) 
=K(z,, tp; Ta, ta)Ol(to 二 to): 


对 于 保守 力 体系 , 格林 函数 在 能 量 表象 中 具有 如 下 简单 的 7 


G(xo, Ya， t) (zp| Ut) [za) >》， 《2Z5| n) (nl ev 1t a) 


= eiEnty, (xe): (mh 


(1.77) 


(1.78) 


(1.79) 


(1.80) 


(1.81) 


格林 函数 及 费 赎 曼 传播 函数 都 包含 了 旦 系 的 银 部 动 九 党 信息 , 在 量子 场 论 、 统 


计 物 理 等 领域 中 具有 广泛 的 应 用 . 


迹 核 函数 。” 费 因 曼 传播 函 叛 宏 耻 下 也 是 波 函 郊 满 是 的 积分 方程 的 积分 核 , 因 
此 也 常 被 称 为 费 恩 曼 核 . 分 栓 针 这 费时 曼 核 的 迹 ( 称 为 迹 核 函 数 ) 有 着 重要 的 意义 . 
对 保守 力 体系 , 哈密 顿 量 入 是 含 时 山 , 可 对 费 恩 曼 核 取 迹 , 得 体系 的 迹 核 函 数 为 


x) 


<4)= NN BK (zx, T;7,0) 一 攻 dZ(Z| exp 


一 Ce 


=tr(e—zAT) = Do{-i5"7) 
n=0 


1.3 费 恩 曙 传播 函数 与 迹 核 函 数 (量子 配 分 函数 ) . 37 ， 
将 (1.62) 式 代 入 
Z(T)= |. dzN | “(ep { 5S[e (Oe } 


Dz(t)ek E dt (dma 三 YeG)) (1.82) 


J 


迹 核 函数 Z(T) 为 不 含量 纲 的 物理 量 ,(1.82) 式 中 N 已 经 吸收 到 积分 测度 Dz(t) 
中 , 全 部 NN 维 (N 一 co) 空间 积分 都 是 取 全 空间 积分 . 也 可 将 (1.82) 式 简 记 为 


2(7) = | Da exp { Se(Ol }, 


这 里 迹 核 函 数 Z(T) 体现 了 量子 态 的 全 部 信息 , 是 重点 分 析 的 对 象 . 由 于 迹 核 函数 
2(T) 在 形式 上 很 像 统 计 物 理 配 分 函数 2 = 》,e-85", 故 又 称 为 量子 配 分 函数 . 


在 路 径 积 分 的 计算 中 , 常 利用 虚 时 延 拓 ( 称 为 “ 欧 几 里 得 技术 ”) 得 到 有 意义 铂 
结果 . 这 是 因为 通常 体系 的 能 量 本 征 值 下 有 界 上 无 界 , 因此 可 将 时 间 参 量 了 上 解析 延 
拓 到 下 半 复 平面 . 做 Wick 转动 ， 


t= In, 
即 在 复 t 平面 转动 积分 回路 使 其 变 为 欧 几 里 得 路 径 积分 : 


Z(T) = Dz(7)e™ $0 dt#me(r)? —V(z(7))| (8h 


%7 


| 一 2Z(0) 


通常 还 将 保守 力 体系 格林 函数 定义 成 费 恩 曼 传播 函 狼 胸 重 驴 计 变换 N 称 为 > 
空间 格林 函数 ) 


G(T Ta;z) = | dteizt K (zo gm tLt) 
一 Oo 


了 > “AF a 
三 了 | dt ex {i SS ;t) (e 一 0 ) 


> (zo Qn (To) (e 人)， (1.84) 


2 A Wie 


其 中 , 附加 e 一 0+ 募 5 由 的 综 伍 内 子 , 在 计算 结束 后 再 取 e 一 0+. 由 于 产 的 本 征 
值 为 实数 , z 空间 梅 丰 中 数 在 复 z 平面 上 除 实 轴 外 都 解析 . 就 (1.84) 式 而 言 , 其 极 
所 为 束缚 态 本 征 值 , 而 请 点 留 数 决定 束缚 态 波 函 数 . 如 果 辫 的 本 征 值 存在 连续 谱 ， 
(1.84) 式 中 求 和 号 应 代 以 沿 已 轴 积 分 , 则 z 空间 格林 函数 有 一 条 割 线 . 
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1.4 一 维 谐振 子 


前 两 节 中 , 已 对 费 恩 曙 传播 函数 ( 费 恩 曼 核 ) 及 其 路 径 积 分 表述 进行 了 详细 的 
介绍 , 并 对 其 基本 的 物理 意义 及 基本 特性 作 了 简单 的 分 析 与 讨论 . 本 节 和 1.5 节 将 
路 径 积 分 理论 运用 到 几 个 常见 的 简单 量子 力学 体系 , 以 便 能 够 更 好 地 熟悉 与 掌握 路 
径 积分 技术 . 

谐振 子 的 传播 函数 ”一 维 谐振 子 是 一 个 最 常见 的 精确 可 解 的 量子 力学 体系 ， 
其 拉 氏 量 为 


L= jm — 32z2 ~ 
利用 (1.61) 式 , 则 体系 的 短 时 传播 函数 为 0 
Kor an) on (KD | 3 + op] } G+ oe) AN 
= /3 ep {hl ss oo (+O(e))， 人 
其 中 ， ‘» 
“的 ] NA 


cS 


代入 (1.62) 式 得 费 恩 曼 传 播 函 数 


K(xzo, tb; To, t2) = Ns 


(1.86) 
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下 面 来 对 (1.86) 式 中 的 计算 过 程 加 以 说 明 . 首先 与 1.4 节 对 自由 粒子 的 直接 
计算 类 似 , 逐次 对 z1，z2,.… ,zw_1 作 积 分 , 直到 得 到 最 后 表达 式 . (1.86) 式 中 的 
m \ 辣 
rk 

N-1 


$1 二 > [eo(z? 十 22) Ea 2bozx;+17j] 十 Qi 
j=2 


其 中 , ai 为 Bi 中 含有 zi 的 项 5 = 0 与 ; = 1 的 项 ), 即 


b 2 及 
ai=ao(z2 十 z3) 十 2ao |z1 一 一 (za 十 z0) — (x2 + zo) 
2a0 2a0 


b , 、 
一 2a0 [a = 7 十 oj 村 a1(Z2 下 z2) 一 20172Z0， NO 


其 中 ， 
Be Tm (1.87) 
Ef 2a0 1 200° 
对 zi 积分 后 得 
42 = 41 ( 亚 ) ， 
2a0 


本 KN 
pz2 = > [co(z? 1 洲 £1) = 2boz;+17j| al(z2 十 2Z2) -ey xc cH 


j=2 


这 样 逐步 积分 , 所 得 各 因子 形式 均 相似 在 对 z1,z2,.…. ,ER 和 


如 下 形式 : OO 
二 0 2 
pk = [oo(z341 十 zj) 人 人 720) =) Thro 
j=k 
N-1 4 
二 [eo(z? ,1 中 Z3) S00Tj+1 SN 


对 


j=k+1 
其 中 ， 
ok 一 [ao(z rR p+1Th + Qkp_1(22 十 Z3) ~ 2bp_1Tk70] 
=aozir Mar 1 + (ao + ak-1) (= tt ee) 
Q0 + ak_l1 


2 
_ (bozxk+1 + bp_170) 
Q0 十 GK 1 


. 40 ， 第 1 章 ”量子 力学 及 其 路 径 积 分 表述 


再 对 zk 积分 后 得 


inh 
A = Axp4/————. 
k+l k ee 
于 是 
N-1 
Pk+1 = > [ao(z341 ~ 2 ) 一 2bozxj;+17;] 古 aoZ& 1 
j=k+1 
bozgs1 + bp_17T0)? 
和 (boTk+1 + pk-170) 
Q0 十 Qk—1 
N-1 
= D, [oo(z341 + £9) 一 200zj+lzj] + opzhy1 
j=k+1 
十 afZ2 — 2bpTh+1X0, (1.88) 
其 中 ， 
好 bobk 1 
大 三 交 二 二 一 和 一， 蕊 芋 1， 1. 
en Qo + Qk 的 CQ0 二 Qk-1l ( 


bei 
ee 
如 果 a = ah, 即 \ 


叶 一 吕 1 = 磅 - 襄 -， NN 
aR_1 = 的 _1 十 00 一 6， x [GY 


2ao 


则 内， 的 形式 与 如 相同 (1.90) 式 当 上 二 1 二 2 时 均 和 的 | (NOR 
i gl 
nn Me wR 


用 数学 归纳 法 可 证 (1.88) 式 和 (1.89) 式 RS Ce 
iT[ 太 m BY 入 
SN ao tafe Qo 二 Qkp1 
PN QON- TL bw_iznzo 


mi /m 1 . 
9 AES 
(zo a) Neo \ 2rifie lI 2eao + ap_i 


k=1 


x emp 人 ev- 十 Z3) -25v-izwa， (1.91) 
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(1.91) 式 中 的 各 系数 ap, bk 可 由 下 面 递 推 关系 式 推出 , 即 


2 
ao 一 加 (2 人 (多 ) 内 bo 一 站 ， (1.92) 


bobkp—1 
| Qo 二 TQgp1 
为 获得 费 恩 曼 传 播 函 数 即 (1.91) 式 在 大 N 极限 下 的 最 终结 果 , 必须 先 求 出 当 
N 一 oo(e 一 0) 时 各 ak, bs 的 值 . 注意 到 上 面 递 推 式 的 特点 , 引入 %, 有 


Qk-1=(B_1+ad — 6)!/2, b= (1.93) 


je = Sin 60 (1.94) 
当 六 一 co 时 ,有 
WwW = Ww(w,e€) 一 ww， 


这 样 


ao = bo @ — 2 sin? se) = bo cos we ， 人 
而 


在 (1.95) 式 中 令 k=1 得 


人 十 二 1 一 :加 sin2 we 
bg bx-1 bo 02_1 | 


Ce 
S 


1 coswe 1 be .， 
1 


bs b bo AN 
= OS WE 十 
Tt gin 20e 
_ Sin 3we 
~ bo sin We 


以 此 类 推 , 可 以 得 


sin kwe 


k—1l1 bo Sin we 


事实 上 这 一 结论 还 归纳 法 来 证 明 , 即 假定 上 式 成 立 并 代入 (1.95) 式 后 得 
人 一 (ou We 十 SE V1— sin? ja) 
k—1 


sin Ke 


( 
1 1 ~ ee 2coswe _ sin2we 人 C 
站 et 1 一 sin we) = 人 PSV ue 


入 
“O 
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_ Sin(k + 1)we 

~ br_1 sin kwe 

_ sin(k + 1)we 

bosinwe ’ 
其 形式 与 (1.96) 式 相同 , 又 因为 上 式 在 k= 1, 有 == 2 时 均 成 立 , 这 样 由 归纳 法 得 知 ， 
上 式 对 任意 % 值 都 成 立 . 因此 有 


7 Sin we 


Es 1.97 
* esin(k + 1)oe’ 人 
而 
1 好 msinwe cos(k + 1)we 
— (b+a?2?—b23—b 二 i 
Ok (bh Tao sb0) 和 下 2e sin(k + 1)oe’ 
那么 
. ~ Coskwe m sin(k + 1)we 
00 十 ak_l = bo { coswe 十 Sin we 一 -一 二 一 一 一 -一 一 一 一 . 
Sin kwe 2e sinkwe 
将 以 上 结果 代入 (1.91) 式 便 得 一 维 谐振 子 费 恩 曼 传播 函数 的 最 终结 果 
1 
m v3 sinkve | 
五 1 oa) 一 ]i 二 Ne 
(eo, th; Zo, ta) es (Sr 1I sin(k + 1)we 
es 1 oe Ne 区 这 A > 和 
2e sinNoev N™ ®0 A Nee " 


mw 刘 i mw i 
一 | 一 -一 人 T 2 WN2)—2 4 (1. 
(| op {ja [coswTWif To D (1.98) 


谐振 子 传播 函数 的 基本 特性 ”现在 对 所 得 缚 采 牙 行 盘 析 与 请 会 
(1) 与 自由 粒子 的 结果 相似 , 在 (1.98)JR 骤 启 Ne 行 , 需 取 要 眼 秽 因子 N,。 不见 
了 , 且 最 后 结果 仪 依赖 边界 条 件 的 取 值 . 紫外 对 屠 .98) 式 取 人 0 极限 , 还 可 获得 
自由 粒子 费 恩 曼 传播 函数 (1.67) 驳 
(2) 谐振 子 传播 函数 指数 上 鸭子 窦 际 上 为 经 典 亿 周 量 So = S[za(t)]. 
事实 上 由 一 维 谐振 子 的 塘 氏 剖 9] 知 , 欧 拉 - 挫 玉 明日 方程 为 
dq OF WoL 
hy Fr m(z + wz) = 0, 


对 于 固定 边 值 a = [io。),5 = (z6,ts), 由 a 一 5 的 经 典 轨道 为 


_ Zosinw(t — ta) + Xasinw(ts —t) 
加 sinw( 刀 一 如 ) 


Xai(t) x (1.99) 
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另外 , 经 典 作用 量 


Sl 2 让 


to 


XelZell ， 
ta 


一 半 | dt[zer(—te 一 ww27zo)] 十 总 


再 利用 经 典 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 (在 质 壳 上 ), 上 式 第 一 项 为 零 , 所 以 


tb 
S[zalt)] = Laka 


to 


(1.100) 


由 (1.99) 式 可 知 经 典 轨道 对 时 间 的 一 阶 导数 为 ~ 
二 全 二 | 交 Rea 


和 六 
alty) = el cosw( 刀 一 如 ) — zal, 人 

这 样 , 代入 (1.100) 式 , 得 其 作用 量 

2 i le cosw(tp — ta) — za) : (zs sin w(t — Se 


Slzalt)] 三 
—(zo — Xa cosw(te — ta)) (za sinw(ts — 
一 Tt le (to > ta) (x2 十 x2 CC 4 (1. Ey 
(3) 与 5 函数 的 表达 式 比较 可 知 , 所 得 费 恩 曼 传播 本 Ne > 


K(xo,t; Xa,t) = (Xs 一 工 0 (1.102) 
A 党 
Re . 
car coswT—1]z 


) 去 inrhsinwT 2 
mw(coswT — 1) 


a = (n+ 3) “7|， (1.103) 


n=0 
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由 此 可 知 谐振 子 束缚 态 能 级 
1 
B= (n+3) i n=0,1,2,.... (1.104) 
青 由 能 量 表 象 中 的 费 恩 曼 传 播 函数 (1.81) 式 
K (zo, tp; Ta, ta Ou "te yn (To) (Za), (1.105) 
令 Te it 有 
2isinwt 一 et(1 ~ e 2%t) 一 = — 72), 
2coswt=eilt(] +e 2t) = 2(1+72), ~ 
; “0 
人 (ma) wp { [a /i 2zy} 人 必 
2 
=( 全 人 7 1(1 一 r2))- 志 cp 人 -至 于 [e+ 二 = zo) 
= (于 3 e- 吐 (ri(1 rt ee an ¢ 
将 所 cS 


相应 的 能 量 本 征 值 


这 些 结果 与 量子 力学 


果 与 厄 米 多 项 式 双 线 性 母 函数 公式 ( 
t/2 


得 结 
> Hn(z)Hn(y) = (1 — £2) -3 exp 
jo 
Hunlz 


) 是 厄 米 多 项 式 , 得 到 
K(z,t;y,0) 


Mehler 公式 ) 中 对 
(72? + 2)t? Wz 
~ 


ec 吕 (z? SD -二 及 NE 下 (n+ 和 Ji 


进一步 , 很 容易 通过 比较 得 到 ， 


orz) 一 2 3 (nl) (人 芝 > 万 ， 《GE (1.107) 


En = @ + i) hw, (1.108) 


他 方法 所 得 结果 相同 . 


@) 王 竹 溪 , 郭 敦 仁 . 2000. 特殊 函数 概论 北京 : 北京 大 学 出 版 社 , 376. 
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1.5 一 维 无 限 深 方 势 阱 中 的 粒子 
对 于 一 维 无 限 深 方 势 阱 中 的 粒子 , 其 势 函 数 为 


0 0 L 
vs) ={ 0 <z<L, 
o0, ZT<0, zzL, 
边界 值 为 
= (za;ta) b= (zo, te). 


对 于 阱 中 的 粒子 , 由 a 一 有 无 穷 多 可 能 路 径 ， 其 中 经 典 自 由 传播 路 径 包 括 
(图 1.2): 

(1) 由 a 一 5 直接 自由 传播 的 路 径 , 如 图 中 的 路 径 1; 

(2) 在 势 墙 上 反弹 若干 次 后 由 a 到达 的 路 径 . 


图 1.2 


在 图 1.2 中 , 由 a 一 b= (-z6,ts) 的 路 各 机 用 于 演 兰 一 次 的 路 径 , 如 图 1.2 中 
的 路 径 2, 因而 每 反弹 一 次 路 径 距 离 都 要 锚 加 ,两 时 己 间 隔 供 为 Us 一 ta). 
利用 态 释 加 原理 , 由 (1.68) 式 得 


( 和 (zp = Tra)? } 


K , te; Ta, ta) Mf, — ta) $s ex 3 一 
L(Zb b; Ya a) Wb | RAW 二 让 


CG 
(1.109) 式 第 二 项 前 态 伐 写 是 由 于 弹性 反弹 作用 , 势 侄 反弹 处 为 节点 而 引起 的 . 粒子 
在 由 a 一 的 路 径 , 包 甘 粒子 在 左右 两 边 无 穷 多 次 反弹 后 由 a 一 5 的 路 径 , 所 以 应 
考虑 所 有 这 些 无 穷 多 次 反弹 的 经 典 路 径 之 和 , 每 次 碰 到 墙 要 乘 以 -1, 中 间 为 自由 
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运动 ， 结果 为 
KL (zo, ty; a, ta SS (—1)"K(z, to; za, ta) 
十 co a 2 3 
a Wp SP pa yy 
| Fam (ts ta) + FP(2rL + zo so) 
i p? i 
— cxp -2 一 如 ) 十 PP(2r7 — Tb — Za) 
dp ip?,/, = 
-| 芒 * op{ -i Ram(e 的 | jes} 
十 oo 
X (ee{im] -ep{ -io D2 ep， 
利用 泊 松 求 和 公式 ， 
> exp{2nximpy} = >， (4 — n), (1.1 
m=—00 


也 三 一 Oo 


‘» 
KL(zo, to; Xa; ta) = 4| 若 wp{- ie 可 AN 


Lp 4 
xem 人 -jz sn 加 站 时 学 ; (GO © 
_ 2 这 | dp i 22 

元 了 | 其。 -i 


x exp {je sin Ls 


a Re Sin kn, xo, 


n=0 的 项 办 夫 ， 因此 可 进一步 组 合 求 和 式 


及 一 一 De 


十 > ] Sin kr, zo 


i 
人 et (ein 有 eiknzo) sin kn zp 
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十 oo 
2 i 
= 2 sin kn za sin kn zg. (1.111) 


n=1 


与 (1.81) 式 进行 比较 , 当 t = (如 一 如 ) > 0, 对 于 哈密 顿 量 不 显 含 时 间 的 体系 


天 (ro to rasta) = je kentypn (ro) (ze), (1.112) 
所 以 , 束缚 态 能 量 为 
E, = 二 名 局 至 Ss =1,2,...， (1.113) 
而 束缚 态 波 函数 为 
加 (z) = i n=1,2,.... (1.114) 


此 结果 与 通常 量子 力学 中 结果 一 致 


1.6 统计 物理 与 路 径 积分 


1.6.1 配 分 函数 与 密度 矩阵 
统计 物理 主要 研究 处 于 热平衡 态 的 物理 体系 . 按照 正则 系 综 玻 八 曼 分 价 在 


大 


一 定 浊 度 了 下 , 体系 处 于 能 级 为 的 状态 的 概率 正比 于 exp 和 -入 六 福生 是 
尔 效 曼 常 量 (k = 1.38047 x 10-l6erg/C)， 
决定 物理 体系 热平衡 性 质 的 重要 函数 是 配 分 函数 (prt 和 on 冲 nctiom 


2=》e- 铝 = De sl 
=e ?tf, $= 2 (1.115) 
其 中 , FF 称 为 体系 的 自由 能 , 满足 
FS -kTlnZ. (1.116) 
体系 处 于 能 级 忆 , 的 相对 谋 认 I 


e-PEn 


= AE: (1.117) 


ry, 3 


对 于 大 热源 接合 (后 持 体系 恒温 ) 的 封闭 体系 (不 对 外 做 功 ), 自由 能 F = F(T,V) 
是 决定 体系 热力 学 性 遍 的 特性 函数 , 由 它 可 得 体系 的 其 他 宏观 物理 量 , 例如 , 体系 
的 内 能 为 
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U= DpnBn = SD Ene-A® 
nh n 


= Ene b(n-F), 
nn 


而 
BA DZ 
—BEn, 一 一 一 2 一 
> Ene = KT (1.118) 
因此 , 内 能 为 
kT?2 02Z 201n27 OF 
Dt gr hg Ge) 


其 中 ,5 = EE 称 为 粹 . 封闭 体系 的 基本 热力 学 公式 为 


OF oF 
he tai ea -~ PdV. 
dF a7d! 十 BydY SdT — PdV 


用 4 代表 体系 某 物理 性 质 的 力学 量 算 符 , 它 在 态 w 的 平均 值 (期 待 值 ) 为 
An = | 人 oar £1.120) 
因此 , 整个 体系 的 统计 平均 值 为 


4= 2 过 了 4 


=$5 [wo Aw ls)e eae, nfs 


体系 热平衡 态 的 确定 有 时 要 求 要 有 比 配 分 函数 更 名 信息. 议和 如 , 对 大 位 形 空间 
的 体系 , 找到 体系 在 z 处 的 概率 为 


et 
pn) = znt)e (1.122) 


其 中 , yx(z)wn(z) = Iwn(z) 为 粒子 处 于 qzy 碍 态 时 稚 济 > 的 概率 , 而 p(z) 为 
对 所 有 可 能 态 的 平均 概率 . 引入 窒 度 知 阵 (density matx) 


CO (1.123) 
设 算 子 4 仅 作用 在 G42/) 8 芮 不 作用 在 忆 (z) 上 , 记 为 Ap(z',z), 然后 再 令 了 
等 于 r, 并 对 z 的 居 刘 入 求 积分 , 此 过 程 相当 于 对 Ap 取 迹 . 这 时 (1.121) 式 可 表示 


为 
tr [Ap] 


| 


. (1.124) 
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其 中 ， 
tr [ol = [Ee Z)dz =2Z= | (Z| eB 区 》 硅 tr(e-88). (1.125) 


在 统计 力学 中 , 对 一 般 问 题 的 处 理 就 是 用 (1.123) 式 计算 密度 和 矩阵, 并 进一步 取 迹 
如 (1.125) 式 得 统计 配 分 函数 . 
1.6.2 ”统计 配 分 函数 的 路 径 积分 表述 

1.5 节 曾 指出 费 恩 曼 传播 函数 在 能 量 表 和 象 的 一 般 表达 式 为 


K(xo,t; ta,0) = (role kBt|z,) = Sok EEntyy, (ro)p* (za), t>0, (1.126) 


将 (1.126) 式 与 (1.105) 式 比较 , 相当 于 对 时 间作 Wick 转动 (Wick rotation) 
t 一 一 i0. (1.127) 


因此 , 对 于 统计 物理 中 的 密度 矩阵 , 可 以 类 似 于 费 恩 曼 传 播 函数 作 路 径 积分 演算 , 太 
面 我 们 给 出 统计 配 分 函数 的 路 径 积 分 形式 . 
当 体 系 处 在 热平衡 态 , 温度 7 固定 , 6 = 元 为 固定 参量 ， 引入 小 参 训 z 说 ， 

则 密度 什 阵 


p(z',7)= (ze BA|z) (B= Ni) 


= J 68 | 
= lim | [az; (ZT le [IzN-1) 
了 
x (ZN-1le |zn_2)... (zilec "| 
N-—1 一 
d 
= lim | dz; < | 
No—=00,6—0 2 元 是 
j=1 J=0 
N—1 
x exp 4 [pi 去 EA) ose)| - (1.128) 


注意 到 体系 的 “ 短 时 ” 传 护 西 颖 


oN | NW,) 


~ e-5( 球 +) |z;) 


| (znle so |p) (ple-sV 6) |z3) (1 + 0(6)) 


Il 
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1 p? 1 _ 8V(g, 
一 7 及 | apem 已 汉 二 7P(Zi+1 二 o}。 $V (sa)(1 + O(62)) 


2m 


7 (于 ) exp {6 [sa (711 一 oj2+Y(o (+002))， (1L129) 


则 (1.128) 式 变 为 


pz 7) (1.130) 
一 1 Nl dp， ArA-1l 

至 i ， £7 PR ， 三 F(T 

-mI% 卫 如 op{- 移 沁 [86(5)20) -jeoao] 
j=1 j=0 j=0 

z(B)=2" 

TB en i 

Z | AP > T[H(p,7) ~ ipz] ». 

(0) 一 了 


因为 [6] = [Ar] 为 时 间 量 纲 , 而 (1.130) 式 中 之 = im 2, Ar 为 虚 时 间 , 需要 再 将 


时 间 延 拓 成 虚 时 间 , 从 而 使 物理 的 闵 氏 空间 延 拓 为 实 欧 空间 . 再 次 利用 (1.129) 式 
得 


N nN-l 

pe s m N33 | 

pl 1 7) 二 Ne (ae) | i Hy 
N-1 2 ] ) 
人 (SS) 十 了 》 

j=0 | 

=N| D’z(7) exp {J (2 ey (! 曙 T E (1.132) 
于 是 , 统计 配 分 函数 可 写 为 路 径 积 分 形式 


2(8)—tr(exp{—BA}) = | dz (Mexp( PA} 2) 


7(8)=z Ty 8 
= | 可 | D'z 人 -| deNH (p, x) 一 四 } 


0 
zx(0)3 到 


| A Br (Zhexp [- | dT Ba 本 Ve(n) | (133) 


若 在 (1.132) 式 中 神 虚 时 路 径 积分 中 代 换 为 ei9t, 由 于 当 <0< 5 时 , 积 
分 总 是 收敛 的 , 因此 可 解析 延 拓 至 7 = 这 (Wick 转动 ) 使 其 变 为 实时 路 径 积分 . 另外 


习题 1 .51. 


还 须 注意 : (1.132) 式 中 z(0) = z(6), 因而 上 面积 分 中 仅 周期 轨道 有 贡献 , 且 周 期 为 
B(KMS 条 件 ), 所 有 经 Wick 转动 后 的 观测 量 期 待 值 均 以 8 为 周期 . 


习 题 1 


1. 请 证 明 
+ -aa 顾 
请 证 明 
[a ay2+tby fs 弃 
Whe Ye 二 2 ， 
9 ay 一 襄 = —2Vac 
1 dye 于 ze 
并 利用 上 面 公式 计算 


十 co 了 
| dyye "YY =? 


十 oo 2 
| dyye™®Y +by 一 ? 
一 oo 


2. 阶梯 函数 6@ (7) 定义 为 


1, >0, 
om-{ >» rT<0. 0 
证 明 阶梯 函数 9 (+) 具有 如 下 积分 表达 式 : SS 


十 ce iwT 
(7)= sm | dw 人 一 ， 
>0)_,, 2ri w 一 ie 


并 满足 xC Se 


Br 6 (7) . 
3， 一 维 讲 振 子 拉 氏 量 忆 = 3mz? 一 mw2z2， 请 用 费 思 人 和 
(1.62) 式 直接 计算 : 一 维 谐振 子 的 费 思 曼 传 播 (位 
4. 求 出 一 维 无 限 深 方 势 阱 中 粒子 的 束缚 态 能 绷 及 束缚 赵 没 计数 ， OO 
5. 由 一 维 谐振 子 费 恩 曼 传播 函数 表达 式 


imw 2 
了 一 27b5Za 
ER Za) cosw ToT 1 


b) Wn (za) ; 


第 2 章 平方 型 拉 氏 量 体 系 的 路 径 积 


本 章 将 重点 研究 平方 型 拉 氏 量 体 系 中 的 路 径 积 分 理论 . 这 种 体系 的 拉 氏 量 工 ， 
一 般 仅 为 坐标 g(t) 及 速度 g(t) 的 平方 函数 , 例如 ， 


研一 ab 人 (的 二 bba(b6(t) +e(bq2(b +dD6( + el(t)alt) + FO). (2.1 
(2.1) 式 中 一 般 要 求 a(t) = 3m() 恒 正 ， 以 保证 体系 具有 稳定 性 ; 第 二 项 为 依赖 速 


度 的 力 项 , 相当 于 有 规范 场 作用 ; 第 三 项 相当 于 -w?(t)q?(t) , 是 频率 依赖 时 间 的 谐 
振子 项 ; 第 四 、 第 五 项 表明 存在 外 力 场 . 这 种 形式 的 拉 氏 量 概括 了 很 多 重要 而 且 精 
确 可 解 的 量子 力学 体系 . 特别 是 在 路 径 积分 理论 框架 下 , 这 种 体系 通常 可 借助 各 种 
高 斯 积分 技术 精确 求解 ， 这 就 为 路 径 积 分 理论 通过 明显 计算 来 获得 体系 精确 的 万 
理解 提供 了 很 好 的 一 种 数学 方法 ,同时 也 为 研究 更 复杂 的 物理 体系 提供 了 拓展 的 
依据 . 


2.1 平方 型 拉 氏 量 体 系 路 径 积 分 的 特点 


2.1.1 稳 相 近似 与 量子 涨 落 


稳 相近 似 ”用 路 径 积分 理论 处 理 平方 型 拉 氏 量 体 系 时 体系 的 积分 路 径 
q(t) 看 成 是 经 典 路 径 qul(t) 被 扰动 而 变形 后 的 路 径 ， 缚 晓 确 多 满足 展 的 民 量 工 
((2.1) 式 ) 导出 的 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 

dpr arL\| hs 
(8 7 (SN 9 


如 果 用 z(t) 表示 相对 于 经 典 路 径 的 qu(t) 熙 扰动, 那么 依 洒 的 路 径 可 表示 为 


LG qalt) + z(tN (2.3) 
Rt) 号 el 人 (的 + 2(8), (2.4) 

并 要 求 两 端点 的 取信 入 
g(to) 一 gal(ta) 一 Ca， z(ta) = 0, (2.5) 


q(t6) = qa(ty) = go, z(te)=0. (2.6) 


2.1 平方 型 拉 氏 量 体 系 路 径 积 分 的 特点 .53 ， 


男 一 方面 , 也 可 将 扰动 z(t) 看 成 是 经 典 路 径 周围 的 涨 落 , 并 称 z(t) 为 涨 落 路 径 , 显 
然 涨 落 路 径 是 闭合 的 . 

在 平方 型 拉 氏 量 体 系 的 路 径 积分 理论 中 , 稳 相 近似 的 主要 思想 是 : 当量 子 涨 落 
不 很 强 时 , 体系 的 作用 量 可 近似 地 分 解 成 两 个 部 分 之 和 , 即 体系 拉 氏 量 沿 经 典 路 径 
du 人 b) 的 积分 S[gu(t)] 和 体系 作用 量 的 二 次 涨 落 部 分 Sy[z(t)], 即 


S[q(t)] = Slga(t)] 十 37 区]. (2.7) 


首先 可 以 将 体系 的 拉 氏 量 L(g,G;t) 在 经 典 路 径 gult) 周围 作 泰 勒 级 数 (Taylor 
series) 展开 , 即 


. oL 
L(g, gd;t)=L(ge, de;t)+ | 汪 十 一 


1 (2 L., .02L 02L ’) 
十 一 


007 + 2 r+ Ba 


因为 工 为 平方 形式 , 故 展开 到 二 阶 项 截止 . 所 以 , 体系 的 作用 量 可 表示 为 


cl 


Sla(d)]= | dd 


aL| . aL 
=| dtL(ge, Ge;t) + dt (mr 


条 「 dt(a(b22 + bt)z + c(t)z?) 


z) 
cl 


=S[ga(t)] + Silga(t), z(t)}] + Sylz(t). (2.9) 
这 里 , 第 一 项 为 
S[galt)] = 上 dtL(ge) Yc; t) = 3 MG go, tb; qa, ta (2.10) 


是 体系 拉 氏 量 沿 经 典 路 径 的 积 人 正 是 哈密 顿 主 函 煞 NL 引言 (18) 式 ]; 第 二 项 为 


oL oL 
i 


= 2.11 
| | = 0， (2.11) 


是 作用 量 的 一 次 涨 薄 项 人 其 瑞 翅 入 零 是 因为 g.(t) 满足 网 拉 - 拉 格 朗 日 方程 (“在 质 
党 上 ”), 利用 分 部 视 台 岂可 证 明之 ; 第 三 项 为 


Silgqa (LE SN st 人 ( 喘 


Splz(t)] = | dt(a(t)z2 + b(t)zrz + c(t)z?), (2.12) 
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是 作用 量 的 二 次 涨 落 项 , 它 是 沿 涨 落 路 径 z(t) 的 积分 . 为 方便 起 见 , 将 Sr[z 人 的] 称 
为 涨 落 作用 量 . 
量子 涨 落 因子 ”平方 型 拉 氏 量 体 系 费 恩 曼 传 播 函 数 的 路 径 积分 表示 可 写 为 


q(ts)=9qo ; 
K (gp, to; qa, ta) -=| Dal(t)er Slat) 
g(ta)=ga 


=F(to, ta)ekSa(gtogasto) (2.13) 


其 中 ， 
z(ts)=0 


rl,to)=| 


z(ta)=0 


De 人 seO} 


zZ( 妈 )=0 tb 
-| Dz(t) exp {| dt(a(t)z? + b(t)zz 十 0)} : (2.14) 
z(ta)=0 te 

(tp,to) 代表 着 路 径 积 分 相对 于 经 典 路 径 的 量子 涨 落 , 故 被 称 为 量子 涨 落 因 子 . 着 
一 些 著 作 中 也 称 其 为 约 化 路 径 积分 (reduced path integral), 或 约 化 核 (reduced ker- 
nel), 或 约 化 传播 函数 (reduced propagator). 因为 量子 涨 落 因子 不 含 gg 区 玉 
时 间 如 ,如 , 故 记 为 F(ts,to). 进一步 , 如 果 系 数 a,b,c 也 不 显 含 时 间 , 则 量子 涨 落 园 
子 仅 与 to 一 to = 了 有 关 , 可 记 为 F(ts 一 to) = F(T). 理 

注意 : 在 稳 相 近似 下 , 费 恩 曼 传播 函数 路 径 积分 可 表示 为 相 因 疙 yp asa 总 


量子 涨 落 因子 F(ts,t。) 相 乘 的 形式 , 这 种 近似 方法 对 于 平方 二 此 降格 体系 退 有 普 
遍 性 , 但 是 当 势 含 高 次 项 时 , 以 上 性 质 被 破坏 . 此 外 , 量子 派 蕴 加 了 羽 (bt 全 祝 与 拉 
氏 量 中 的 二 次 项 有 关 , 与 拉 氏 量 中 的 线性 项 无 关 . 例 怒 所 力 饭 中 的 证 绕 子 , 外 力 
场 的 存在 不 影响 量子 涨 落 因 子 F(ts,to), 而 仅 对 想 因 B52 既 象 作 用 芒 \S.1 有 影响 ( 见 
2.2 节 ). 


2.1.2 ”量子 涨 落 因 子 的 傅 里 叶 级 数 解法 


平方 型 拉 氏 量 体 系 的 量子 涨 藩 因 子 可 以 用 多 种 方 然 渤 行 严格 计算 . 这 里 先 介绍 
傅 里 叶 级 数 展 开 解 法 . 

变量 变换 ”将 涨 落 路 经 <( 讽 用 铺 里 时 级 数 展开 . 由 于 z(t。) = 0 = z(ts), 所 以 
展开 式 中 仅 取 正弦 项 , 即 


Nl x 
z(t) = 和 sin nt — ta). (2.15) 


储 里 叶 级 数 解法 的 主 骨 是 将 {ax} 看 成 新 积分 变量 , 使 原来 被 积 的 中 间 坐 标 变量 


2.1 平方 型 拉 氏 量 体 系 路 径 积 分 的 特点 .55. 


N—1 
k 
zj = 7(t;) = ax sin a = jel Nl (2.16) 
k=1 


均 换 为 对 ok 的 积分 . 由 于 要 将 积分 路 径 分 为 N 段 , 有 N - 1 个 中 间 时 间 点 , 即 在 
(2.15) 式 作 伟 里 叶 级 数 展开 时 仅 有 N 一 1 个 独立 系数 or, 因此 这 就 将 量子 涨 落 因 
子 中 对 N 一 1 个 zj 的 积分 , 转换 为 了 对 N -1 个 ak 的 积分 , 相应 的 积分 测度 变换 
的 雅 可 比 行列 式 为 


JN = det [sn -| kj=1,...,N-1, (2.17) 


式 中 , k,j 为 矩阵 元 指标 . 此 行列 式 的 直接 计算 结果 是 繁琐 的 , 但 注意 到 {zj} 与 
{ax} 之 间 为 线性 变换 , 因此 变换 的 雅 可 比 行列 式 与 {ak} 无 关 , 且 不 含 动力 学 变量 ， 
仅 影 响 归 一 化 常数 

谐振 子 体系 的 涨 落 计 算 ”下 面 以 一 维 谐振 子 为 例 对 量子 涨 落 因子 进行 分 析 . 
这 时 , 费 恩 曼 传播 函数 为 


Kp(qo,to; dasta) = Fy (ts ~ ta) exp 全 Rog, to; wo (2.18) 
其 中 , Su 如 (1.101) 式 , 量子 涨 落 因子 为 
Fy(T) - | at oe 人 (i | . (0 
首先 将 被 积 的 坐标 变量 作 傅 里 叶 级 数 展开 


一 1 
(t) = 》 aksin 区 《2.20) 


2 kxz ，1/ 
2 dzsin sin = k,leR (2.21) 
2 02 ks A 
了 | dz COS 六 cos = 0, ANEN, (2.22) 
扬 证 
六 N=1 
knt int TT 
. dtzZ2( PN | dj EOL Sn sin 万 一 了 全 0 (2.23) 


T N-— N-!1 2 
lx knt lxt TT kx 
| dtz2( 2 由 tokar eT Cos 帮 cos 帮 一斑 ， a2 (入) ， (2.24) 
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代入 (2.19) 式 得 


mN 全 i Ch k2n2 2 2 
Fny(T) = | 一 一 一 JNn |dai:--dan. 下 
71) 全 | i (3 ) 


另 一 方面 , 自由 粒子 体系 的 量子 涨 落 因 子 (相当 于 (2.25) 式 中 取 w 一 0) 为 


二 ae 本 
F(T)= | Dother la 
0 
六 N-1 
. mN \? i m /km\ » 
= im_ (Br) 1 aoson on {$Y 3( 二 ) 。 (2.26) 


这 样 , 将 上 面 (2.25) 式 和 (2.26) 式 取 比值 得 


> 
| @ = sr) La xC x 


k=1 
利用 自由 粒子 路 径 积分 的 直接 计算 结果 ((1.67) CD 人 


NC 


SN (2.29) 


(2.28) 


再 用 无 穷 乘积 公式 由 


将 以 上 结果 代入 (2.27) 对 


< | Sz 一 (3 : (2.30) 
这 与 1.4 节 用 直接 i 结果 (1.98) 式 完全 相同 . 


上 @ 斑竹 溪 , 郭 敦 仁 , 2000. 特殊 函数 概论 . 北京 : 北京 大 学 出 版 社 30. 
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有 时 需要 计算 积分 测度 变换 的 雅 可 比 行列 式 Jw ((2.17) 式 ), 这 可 利用 对 简单 
体系 (自由 粒子 ) 的 相同 变换 直接 计算 得 到 , 即将 (2.28) 式 代 入 (2.26) 式 得 


m \ 专 mN a i A mk2n? 
it 2 一 - ] RR 2 
(于 去 Nn (2 ) | I ox exp | 四 4 | 


¢ N-—1 
. mN id 
Re 人 I] ( m 


= im 


m \3 NN/2 N-1 
i JN (i) (N Im? 


于 是 , 对 于 一 维 谐振 子 体系 , 由 健 里 叶 变 换 引 起 的 积分 测度 变换 的 雅 可 比 行列 式 为 


(2.31) 


N-1 


jx =2™ 2 


N-Y(N— TIN-1. (2.32) 


2.1.3 ”谐振 子路 径 积分 的 矩阵 解法 


本 节 将 介绍 另 一 种 计算 量子 涨 落 因子 的 新 方法 , 即 矩 阵 方法 . 为 简单 起 契 ， 仍 
以 一 维 谐振 子 体系 为 例 . 正如 2.1.2 节 所 指出 的 那样 , 将 路 径 看 成 是 相对 于 绢 典 二 强 
的 扰动 , 这 一 思想 在 路 径 积分 理论 中 具有 深刻 的 意义 . 在 这 种 思想 下 , 伏 系 的 费 轧 具 


传播 函数 被 分 解 为 两 个 因子 的 乘积 , 即 由 经 典 路 任 完 全 确定 的 相 时 oD su 


与 相对 于 经 典 路 径 的 量子 涨 落 因子 (ts,to) 之 积 . 由 于 前 一 国 妇 相 革 守 易 讳 算 避 
此 对 量子 涨 落 因子 , F(ts,t。) 的 计算 就 变 得 尤为 重要 . 
量子 涨 落 因 子 的 矩阵 表述 。” 一 维 谐振 子 的 量子 沾 落 因 世 邯 


z(t)=0 


i -| 


T(ta)=0 


tp 
Dz(t) exp { | (@ p23 m7) 
“Jta 2 


由 于 边界 条 件 : z(to 和 Sts) = 0, 可 以 令 zo = zw = 0. 下 面 为 了 计算 简化 , 将 积分 
变量 重新 标 度 , 即 令 
Pr yp 
全“ 


. 58 . 第 2 章平 方 型 拉 氏 量 体 系 的 路 径 积分 


5 hu 
[0 - my -emt 


= lim ( ub » 的 | anexpfin Bn}. (2.33) 


x 

© 

” 

已 

一、 
be 
| 
记 


m 


这 里 , 将 新 的 积分 变量 {mj,j = 1,2,… ,N 一 1} 排 成 列 和 矩阵 (mo = nw = 0) 
nN1 . 从 
97 二 ， ) NN 


NN-1 人 
而 (N 一 1)x(N 1) 的 方 阵 B( 称 为 涨 落 和 矩阵 ) 具有 对 角 三 线性 形式 ， '0, 


2 -1 0 0 ... 2 100 
ee e212 10 
a 一 8 2 


显然 , B 为 对 称 厄 米 和 矩阵 , 可 用 么 正 矩 阵 w 相似 变换 为 
0 


C=un, B,=uBu! 


积分 变量 变换 是 用 乏 正 以 测度 变换 的 雅 可 比 行列 式 为 1, 故 


ee {i¢:Bp¢} = ja -dCN-1exp i 
j=1 
N—1 


IT (¥) =(ir) 2 (det B) > ， 


3 二 
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代入 (2.33) 式 得 
re- 人 -和 (二 (全 0 ey 


mm 2 
= 
De (i i ? (2.35) 


即 量 子 涨 落 因子 由 涨 落 算 阵 行列 式 det B 决定 . 
涨 落 矩 阵 行列 式 的 计算 ”从 上 面 的 分 析 , 可 以 看 出 只 有 当 涨 落 抢 阵 B 所 有 的 
本 征 值 都 不 为 零 时, 费 恩 曼 传播 函数 才 不 会 有 奇异 . 所 以 下 面 主要 计算 lim cdet B. 


注意 到 涨 落 和 矩阵 B 为 主 对 角 三 线形 式 , 即 0 


将 B 的 右 下 主 ; 子 式 记 为 D;, 则 易 证 
Di+1 = aD; — PB2D;_ ey 


其 中 , D.1 =0, Do=1, Di=a. (1@ 
Di+1 a Qo 一 DB2 D; 
D; /) \1 0 Dj_1 


所 以 ， 
Co 
Dy2/ «< 


很 容易 算出 其 中 每 一 2 x 


det| “了 (a NA =X-a+P=0 (2.38) 


所 以 ， 


(2.39) 
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又 因为 2 x 2 方 阵 可 用 相似 么 正 矩 阵 对 角 化 
人 全 0 
1 0 0 入 


其 中 ， 
+ 入 A A 
5S— ( 上 S 的 Es ) (2.40) 


1 1 
所 以 ， 
DN_1 
DN-2 
= Ss1{ M+ 
和 = 1 
A = MW? 0 1 —A- A 和 + 十 入 - 
1 1 QO Nu -1 A 1 入 + 一 信 
0 | 
+ 一 入 -NAY-1 AN-! AN 
多 


因此 , 可 得 
入 有 和 ANV 


且 容 易 验 证 
D-_1=0, Do=1, "© 


这 样 再 由 (2.39) 式 得 
Re | C2 人 人) 
一 (一 4e2w2) iew， SS 


+] = [1+iew +0(e)]", 


e2w2 N 
) 一 i = [1 一 itw 十 OO (e)] S 


(2.42) 
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1 
lim cedet B= lim eDN_1= lim eo—— |[(1+ iew)™ — (1 — icw)™| 
N—00 N—0o0 N= 到 人 2iew 
< 一 0 < 一 0 E+ 


此 式 代 入 (2.35) 式 得 到 


ds ) 4 (2.43) 


P(t to) = (a 
这 与 前 面 用 傅 里 叶 变 换 方法 计算 一 维 谐振 子 约 化 路 径 积分 的 结果 (1.98) 式 完全 相 


同 . 
2.2 ”强迫 谐振 子 
2.2.1 ”哈密 顿 主 函 数 及 其 格林 函数 解法 


2.1 节 中 曾 指出 , 对 于 外 场 中 的 谐振 子 费 恩 曼 传播 函数 ， 外力 场 的 存 全 不 名 
量子 涨 落 因子 (ts _t), 仅 影响 相 因子 Sa - 5 [za (四 2.1 节 中 曾 乌 真 分 村 移 
外 场 时 谐振 子 的 量子 涨 落 因子 F (ts - 太 ) 的 计算 . 本 节 以 外 场 中 的 淡 振 于 为 例 , 详 
细 讨 论 相 因子 exp | Sa] 上, 这 样 便 可 获得 关于 整个 发 同 这 (5 履 志 这 区 
外 场 中 的 经 典 轨迹 ”在 外 场 中 的 谐振 子 拉 氏 量 为 

L (z(t), z(t);t) = Fm = smg MA lt) 7. (2.44) 
这 里 假定 谐振 子 本 身 具有 电荷 , 而 外 源 JE 相当 和 Rh 电场 . 生计 的 经 典 欧 拉 _ 拉 格 
朗 日 方程 从 


为 z 的 非 齐 次 方程 . 方程 的 诅 办 部 全 具有 通 解 , 即 
rH = Aet 二 de (2.46) 
而 非 齐 次 部 分 的 特 角 Wf 可 通过 引入 满足 方程 


各 +?) Gl- 的 =- 6(t—#), (2.47) 


:62 ， 第 2 章 平方 型 拉 氏 量 体 系 的 路 径 积 分 
A A 


的 格林 函数 G (t 一) 来 获得 , 即 如 能 找到 满足 (2.47) 式 的 格林 函数 , 则 (2.45) 式 


的 解 可 以 表示 为 


Zel (t) = zp (t) — 上 dt'G(t—t) 9 = ZXH(t)+Zr(t). 


(2.48) 


费 恩 曼 因 果 格林 函数 ”下面 求解 格林 函数 . 首先 对 (2.47) 式 作 傅 里 叶 变换 


G (t a t) = | -二 0 (k) 


¢-) -| 守 e —ik(t— #) 
即 在 大 空间 中 (2.47) 式 可 表示 为 


9 (k) 1 
(一 妇 2 十 w2) 一 一 人 
所 以 ， 
RR 
人 V2n k?2 — w? 


代入 (2.49) 式 , 则 求 得 格林 函数 
G(t—t)= [E> 全 sg (k) = | 


选择 , 相应 地 得 到 三 种 格林 函数 , 即 


推迟 格林 函数 (图 2.1): 


+oo gk -下 (t- 芍 au 
_w 2r 好 一 wR 

当 (2.53) 式 沿 实 轴 积 分 时 , 实 轴 上 具有 极点 , 位 置 在 = 应 

则 化 , 即 先 将 极点 移 离 实 轴 小 量 ie, 等 计算 出 结果 后 再 令 


(2.49) 


(2.50) 


(2.51) WS 
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超前 格林 函数 (图 2.2): 
1 


a 


Imk 


2.2 
和 费 恩 曼 因 果 格 林 函 数 (Causal Green function)( 图 2.3): 


1 
k)= lim 一 
9r( ) a K2 一 w2 十 ic- 


- 63 . 


NN 
OO 
图 2.3 NS 
子 的 费 沪 曼 传播 函 


究竟 采用 哪 种 格林 函数 , 需要 做 一 下 判断 . 事实 上 ， 仿 
数 为 


2Z{(tb) 一 2Z5 
人 D — 
J Texp Sy 


Z(ta) 一 Ta 


了 敛 性 可 加 


(2.55) 
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由 上 面 分 析 看 出 , 应 采用 费 恩 曼 因果 格林 函数 , 即 


GF(t—t)= lim 


< 一 :0 十 


oo dk e-ik(t-t") 
2 k2 — w? + ic 
” dk eik(t—t') € 
= lim | i 
6 一 0+ 0% 27 (k++w—id)(k—w+id) 2w 


此 外 , 为 了 在 复 分 析 中 计算 出 上 式 的 积分 值 , 还 需 设 法 补 上 在 复 平面 上 无 穷 远 
处 回路 , 使 其 成 为 闭合 回路 后 再 计算 出 闭合 回路 内 极点 的 留 数值 . 一 般 情况 下 , 当 
t 一 女 之 0, 可 增加 在 下 半 平 面 回路 C+ 的 积分 , 而 当 t 一 < 0, 则 可 增加 沿 上 半 平 
面 回路 C- 的 积分 ， 这 样 两 种 选择 , 无 穷 远 回路 C+ 和 C_ 的 贡献 均 为 零 . 按 此 约 
定 , 计算 闭合 回路 内 极点 留 数值 可 得 


(2.56) 


GE(t—t) = (Ot t eiolt-t) 4 Of beiet- 的 ) (2.57) 
经 典 路 径 的 计算 ”将 (2.57) 式 结果 代入 (2.48) 式 , 可 获得 经 典 路 径 


zel (t)=zn (t) — [ dt Gr (t—t) “0 


a 


t 
=Aet + Are-it lL | dt /eiottt) J(¢) 
2imw | Ji, 
tp 本 四 
+| dt ei2(t-t | (2.58) 
t 
再 利用 边界 条 件 
， | , ; 
zai (to) = Zp = Aeiwto 于 A'e™ivte 一 | dt'e 1 (tt )J(# 
2imw J 
Ta (ta) = Za = 4evot + A'e wip pr 上 dt /eio A WT(E). 


可 解 出 待定 常数 4 与 4', 即 


2 , ei fb Ve 二 六 
Toe te a Aei2 (te—ta) + /oa wtptta) _ 一 : | dt'e iw{(to—t ) J(t"), 
by ta 


—iwt - 
Tae ets Ee ss iw{(tadto) 平 We-iv(totta) 人 一 b | b qt/eio (ta—t) 7 人 
2imw J 


上 面 两 式 相 减 可 得 


, : —iwtp rte 
Xpe te ~ Toe tb ~ 2Aisinw (ts, — ta)— | dt’sinw (t’ — ta) J (t). 
mw i, 
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所 以 
1 —iwta dd / / 
a ) 区 一 Zae. | dt sinw(t —ta)J(t )| 。 
类 似 可 得 
piwta 


区 2 Tbelwta 


dt sinw (to —t#)J | 


9 


~ Asinw (ty to) 


将 以 上 结果 代入 (2.58) 式 得 出 经 典 路 径 的 最 终结 果 为 


mW 


1 
t=— si Es i = 
Tel( ) i (h 人 sin wlt ta) + Za sinw(te t) 


1 [和 . 
十 gm | dt’J(t) 2 cosw!lt 一 t") 一 COS wlta 十 to 三 .下达 中 } 
ta 
(2 


1 二 ee 
| | dtaee-97G| 
ta t 


2imw 


d2 


1 . 1 人 
-aagaa0 育 了 | aa (mh 9、 © 


用 


十 上 dtJ(t)zxalt) 
ta 


= (woo (ty) — Zaza(t 7 
再 将 (2.59) 式 代 入 (2.60) 式 得 起 


5" [ral(t)] RN 


m 
2 osw (to — ta) 一 27bza] 


“2sinw (tb 一 坊 


SB 


By tJ (t) [zo sin w(t — ta) + Ta sinw(t, ~ t) 


| dt J(t)sinw(t, —t)sinw(t ~ to)J(t). (2.61) 


mw sinw . 


® 


人 


哈密 顿 主 函数 。” 这样 , 强迫 谐振 子 的 经 典 哈密 顿 主 函 数 为 ( 力 
syfzu (t)] = | dt 人 -mo2za(b2+ JUOzug】 SS 


入 
“O 
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则 在 外 力 场 中 谐振 子 的 费 恩 曼 传播 函数 为 


KJ (zo,to; Ta,ta) = (ir 一 志 ) exp (i [zu 可 (2.62) 
2.2.2 ”外 场 中 谐振 子 的 量子 配 分 函数 


为 分 析 外 场 中 一 维 谐振 子 能 谱 结 构 ， 需 要 计算 在 外 场 中 谐振 子 的 量子 配 分 函 
数 , 即 


ZJ7(T) 


= [ark, (= 下 SN 
全 Dz(t) exp 人 攻 dt (Bm sm? 十 了 人 z(0 ) | ， (2.63) NO 


(2.63) 式 中 被 积 函 数 仍然 为 振东 项 ,为 恢复 收敛 性 , 加 入 训 减 项 人 和 ~ 
| dt m z(t), e>0 EA 
待 计 算出 结果 后 再 令 e 一 0, 这 时 被 积 函 数 改 为 
oni a | (w? —ie) 2Z2 十 Jz 
由 于 轨道 采用 周期 性 边界 条 件 ， pe hse Sy 


用 其 傅 里 叶 变 换 来 表示 (为 简化 记号 , 取 所 = 1,m = 


1 .2 dk dk ， 2 .NN 
3 E = 中 =3| 笑 和 % SA (2.66) 
J (=3| i et 区 + (了 (有 |. (2.67) 
然后 再 对 上 积分 计算 中 要 用 到 Ne8 数 的 表达 式 科 \ 
ne 
_oo 2 


这 样 , 对 k’ 积分 后 


+oo , 
97 (=3| dk (k2 wtie) E(k)E(-A) +ER) TA + (kk)|. 
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在 空间 换 新 变量 了 人 
Y(k) = £(k)+ Brie 
即 相 当 于 在 原来 t 空间 作 变 换 
y(t)=2z() +| 人 Fe eikt (2.68) 
在 新 变量 下 , 有 


ZJ(T)=exp (3 人 | 
i 十 oo 
po ey 人 | 0 (及 } . (2.69) 
注意 : 变量 变换 (2.68) 式 造 成 路 径 积 分 测度 变换 的 雅 可 比 行列 式 为 1, 即 Dy = Dz 


即 相 当 于 利用 稳 相 近似 . 这 样 最 终结 果 为 S 从 

ZJ(T) = F(T)eiS" ab， (2.70) ~ 
其 中 , 量子 涨 落 部 分 F(T) 与 无 外 源 谐振 子 相同 即 

F(T)= 2Z0(T) = | Dz(t)e* LE: i 
2(-$)=a() . 
OO 
2isin ( 字 ) 
2 
J(k) T(Ek) EO 


mm 
5S (zalt) =-2| a ka Ti 
-| | HOR jt (2.72) 
从 (2.70) 式 看 出 ,在 了 oo 时 本 为 SG 所 以 , 相 因 
子 部 分 可 以 看 成 是 , 当 体 系 由 过 去 了 = 源 . 信 演化 到 将 来 T= 上 oo 时 


去 掉 外 源 这 一 过 程 中 获得 的 转移 派 幅 . 


8 大 隶 的 路 径 积 分 , 变频 谐振 子 
2.3.1 oo 


对 于 非 保守 体彩 6 哈密 顿 量 显 含 时间 ， 


2 
H= +V(z,t). 2. 
3 (7,t) (2.73) 
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体系 作用 量 泛 函 
SIz(t)] = 上 d(T Z(t)2 一 V(z(0),)) ， (2.74) 
固定 路 径 端 点 (x(t。) = za,z(ts) = zs) 作 泛 函 变 分 , 由 85 = 0 导出 的 极 值 轨道 
zal(t) 满足 运动 方程 
mg d (#) 十 V(ralt )) = 0. (2.75) 


量子 涨 落 不 是 很 强 的 情况 , 可 以 采用 稳 相 近似 , 将 作用 量 泛 函 在 经 典 轨道 附近 
展开 , 即 引 入 


z(t) = za(t) + 7(t), (2.76) 
则 体系 作用 量 分 成 两 部 分 
sp 的 = Spa(01+ 3 | ararnt) + OD) 27) 
ll 825 d2 
PE (-m 生 Vealt)) ) dt t). (2.78) 


并 由 极 值 轨道 稳定 条 件 , 要 求 二 次 变 分 825 > 0. 本 章 着 重 讨论 平方 型 拉 民 量 ， 故 时 
开 式 (2.77) 式 中 无 高 次 项 O(m), 另外 记 


VY (zalt),t) = mW lt), (2.76) 


则 非 保守 体系 的 费 恩 曼 传播 函数 


= f#6 
5 万 | dt( 国 22 一 jf)) 
Kzotoszasta)=| ates : 


Ta 
= Dz(t)en | J“ (Disk w(t) 
Ta 
_ F(t sot (2.80) 


其 中 , 非 保守 体系 量子 涨 落 因 子 


9( 纪 )=0 


F (t,ta) = | 


nt 


Mt) exp [这 dtn (t) 在 +W 可 9} (2.81) 
注意 : 


(1) 对 于 平方 型 拉 玉 量 的 非 保守 体系 , 其 费 恩 曼 传播 函数 仍 可 用 路 径 积 分 方法 
严格 求解 , (2.77) 式 中 无 高 次 项 O(78), 从 而 为 研究 实际 模型 提供 了 有 效 的 事例 . 
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(2) 对 于 含 时 的 非 保守 体系 , 问题 往往 比较 复杂 . 由 于 势能 有 关 的 参量 W(t) 依 
赖 时 间 , 从 (2.81) 式 看 体系 相当 于 变频 谐振 子 , 其 量子 涨 落 因子 依赖 起 点 时 间 及 终 
点 时 间 , 一 般 不 再 仅仅 依赖 于 时 间 差 . 

在 实际 问题 的 研究 中 , 变频 谐振 子 可 描述 变频 激光 , 分 析 激 光 含 时 相干 态 . 变 
频 振子 的 严格 解 还 可 用 作 非 线性 振动 零 级 近似 表象 的 基 矢 ， 再 如 对 泡 利 势 阱 中 粒 
子 的 基 子 运动 , 利用 所 得 严格 解 , 通过 调节 参数 可 以 实现 对 势 阱 中 粒子 运动 的 控制 . 

关于 变频 谐振 子 费 恩 曼 传播 函数 的 量子 涨 落 部 分 的 计算 十 分 重要 , 为 此 先 来 介 
绍 两 种 解法 . 在 2.4 节 和 第 3 章 中 还 要 进行 更 深入 的 讨论 . 

2.3.2” 黎 曼 -C 函数 正则 化 方法 

涨 落 算 子 与 量子 涨 落 因子 ” 黎 曼 -5 函数 正则 化 方法 的 主 由 是 研究 作用 在 涨 落 

路 径 z(t) 上 的 涨 落 算 子 


-W(t (2.82) 
事实 上 , 对 于 任意 时 刻 , 算 子 4 具有 正 交 归 一 的 本 征 函数 {6 (t)} 作为 完备 基 , 即 


A=— 


Apn (t) = Mn (t), bn (ta) =0= pn (to). (2.83) 
以 及 
| dlp (Oe Ch tae) 
任意 满足 边界 条 件 7 (如 ) = 0 = 7 (ts) 的 涨 落 路 径 7 (t), 可 用 它们 后 王 即 


tp 
n(t) = Dangn (t), a =| dig (ta (2.85) 
Tn ta 


这 样 {a} 组 成 一 组 新 的 积分 变量 , 使 原来 对 被 积 的 中间 训 称 变量 的 积分 换 为 对 
{an} 的 积分 . 利用 {6 匠 } 满足 的 正 交 归 一 性 质 2. 叶 或 , 可 将 必 衣 量 Sm 区] 对 
角 化 , 即 


ne 


tp Np 
SOF | atm) sp) = TN.onedY dtbw gw 


jt 


~| 


a 


lm 


六 
2 


| 下 saisro 到 站) 可 {aet -各 wi 上 


k=1 天 一 1 
(2.86) 
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青 利 用 离散 时 间 变量 取 极 限 , 可 将 量子 涨 落 因子 表示 为 


2 


F(ti, ta) = | Dn(0 om {- 匣 | di 人 -让 3 wa)| 0)} 


-( 匣 ) {aet|- 和 wal 


到 (和 总) (det 人- 二 (2.87) 
可 见 变 频 谐振 子 体系 的 量子 涨 落 因子 取决 于 涨 落 算 子 的 泛 函 行列 式 det 4. 

泛 函 行列 式 的 正则 化 ” 涨 落 因子 的 泛 函 行列 式 det 4 为 无 穷 维 矩阵 的 行列 式 ， 
和 (regularize). 在 场 论 中 常用 
¢ 函数 正则 化 方法 , 即将 厄 米 椭圆 算 子 4 = 人 的 的 所 有 本 征 值 {A 和} 组 成 
推广 的 黎 曼 -C 函数 (MP-5 函数 ) 中 


二 = Ye n\n. 2.&) 
n n 


nn 


由 于 64 (s) 可 半 纯 解析 延 拓 到 复 s 面 , s = 0 为 正则 点 , 因此 可 以 定义 
Cele ee 人 \Z89) 
且 容 易 得 到 
c (0) = - 人 -mn i I A Nt wo0) 
所 以 可 求 得 泛 函 行列 式 
det4= |] ysse WO). (2.91) 


泛 函 行列 式 det 4 的 各 种 正则 化 方法 , 将 规范 场 册 量子 引 因 ,< 驳 其 是 在 分 析 规 范 反 
常 等 问题 时 非常 重要 . 

应 用 举例 ”为 了 加 深 对 黎 令 -< 负数 正则 化 让 法 的 理解 , 这 里 举 两 个 简单 的 例 
EE 


例 1 自由 粒子 4 氢 二 和 满 候 边 值 条 件 (2.83) 式 的 本 征 函数 为 
. nnt nn 
Pn = Cn sin 7, A (全 ) ， 


OD Minakshisundavam SPPleijel A. 1949. Some properties of the eigenfunction of the Laplace- 
operators on Riemanian manifolds. Can. J. Math., (1): 242~256. 
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相应 的 黎 曼 -5 函数 为 


6(0) = 一，6(0) = 一 2r 
因此 可 算得 
T2 
Ca(s)|s=0=1n 元 4 (0) + 2¢"(0) 
一 一 ]n 于 一 In2r = — 1n2T. 
TT 
由 (2.91) 式 得 
d2 TAN2 
dot (- 宇 ) = II ( 字 ) =27 
代入 (2.87) 式 得 自由 粒子 的 量子 涨 落 因子 
m \ 
Sg 
例 2 ”一 维 谐振 子 4r = 一 一 一 ww, 其 本 征 值 问 题 : 


Anpnlt) = (a —w? pnlt) = Mn pn lt), Os 


边界 条 件 为 


@ 荆 竹 溪 , 郭 误 仁 . 2000. 特殊 函数 概论 . 北京 : 北京 大 学 出 版 社 , 110. 


AN 
人 
fe 


NS co 
> 


(2.93) 
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NN 


由 此 可 算得 z 
det Apy = eSn(0) 一 osinw7 


另 一 方面 , 也 可 直接 利用 (2.93) 式 和 例 1 中 自由 粒子 结果 ((2.92) 式 ), 得 到 


有 [2) -| - i($) | 


6 


最 后 一 步 用 到 了 无 穷 乘积 公式 . 因此 一 维 谐振 子 量子 涨 落 因子 为 


0 
ao-vooeamFeoe 
0 


本 mw 
于 (ss sin 3 
2.3.3 ”偏离 场 方法 


—w?)n(t) 


th) 


下 面 从 经 典 轨道 偏离 场 ( 雅 可 比 场 ) 的 角度 来 分 析 此 问题 SEEE 纪 方 法 的 主 


旨 是 通过 变量 变换 , 将 变频 谐振 子 问题 与 自由 粒子 体系 相 


看 出 各 种 可 精确 求解 体系 间 联 系 . 
首先 , 设法 作 变量 变换 使 这 个 问题 能 约 化 为 自 出 
第 一 步 , 找 出 满足 运动 方程 


(更 +w 和 yj。 


的 任意 解 y(t), 与 方程 (2.83) 式 
始 条 件 


NI 人 同 p 这 里 仅 要 求 馈 沁 


y(ta) #0. 
显然 这 样 的 解 很 多 Up 第 3 永 ， 
径 z(t) 变 为 新 的 路 得 


:0 =z() -| yt 


y (s) We 


济 几 y(t) 作 变 量变 换 z(t) 一 


上 克 有 可 以 下 清楚 地 


入 雪 入 系 . 为 此 有 省 如 下 方法 : 


(2.95) 


区 在 如 时 满足 如 下 非 零 初 


(2.96) 
z 伯 , 使 原来 的 涨 落 路 


(2.97) 
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此 时 z(t) 满足 初始 边界 条 件 z (te) = z (ta) = 0. 
对 (2.97) 式微 分 得 


Oe A CE 


y(t) y 
因为 y(ts) 关 0, 所 以 有 


| | (oe 


注意 到 (2.99) 式 为 (2.97) 式 的 首 变 换 (z 一 zx), 于 是 得 


z+ de 
再 次 微分 得 
z(s) .9 
z= +0] ds a 
-+ 证 + 斌 ， 
所 以 ， 


5 十 人 +mg)== 
最 后 一 步 用 到 了 (2.97) 式 , 因此 有 


SE a a 尖 0 
世 十 人 al 
i 


这 样 我 们 利用 变换 (2.97) 式 使 “六 a 


需 讶 导 研 究 虽然 新 变 


2 用 (ta) = 0, 
ceokd (2.99) 式 知 (因为 z( 妃 ) = 0) 
名， z(s) 


0 3 (3) 本 


“3 


(2.98) 


(2.99) 


(2.100) 


Dae 自由 粒子 作用 量 . 
满足 的 边界 条 件 尚 
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此 为 非 局 域 边界 条 件 , 很 难 直接 应 用 于 新 变量 . 为 此 , 再 做 如 下 处 理 , 即 先 利 用 5 函 
数 表示 


6 t 2 一 iaz(tp) 
tc 国 )= 寺 | daereetw， 


将 (2.81) 式 改写 成 


T(ts)=arb 十 co 
F(to,to) = 去 | Dz (t) | ~ daexp{~iaz (ts)} exp {35 [z g} (2.101) 


27 (ta)=0 


其 中 , 积分 上 限 z(ts) = arb(arbitrary, 任意 的 ) 表示 对 此 端点 也 需 积分 , 这 里 6 函 


数 的 插入 使 得 结果 相当 于 令 z(ts) = 0. 之 后 将 (2.100) 式 代入 (2.101) 式 , 并 利用 
(2.99) 式 得 NS 
zftb) 一 arb z 十 oo te 2 多 (人 
Pdot= 志 | ee Dz (t) | | | doop { -iy (6) | | NN 


a a ta YY(s) 
ep 人 人 | dtz 0 人 
上 式 指数 上 因子 可 改写 为 NE 内 
J Cs 
上 人- i 可 5 


Ey 
CY -分 


7 的 三 2 人 的 一 人 (2.102) 


并 注意 到 变换 (2.97) 式 相 对 z(t) 》 En z(t) ， 因 此 利用 
(2.102) 区 变换 为 y( a 式 为 1), 这 样 


1 
ze -De 中 | 


(全 (t) 
忆 arb .2 
Dy(Oexo{ 二 一 a i (2.103) 
te 0 


即 路 径 积分 为 自由 粒子 体系 , 很 容易 解 得 
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y(te)=arb 和 全 dty(t)? 9 
| D7 (t)e” ta | dz Ko (x,t; 0, ta) 


Y(ta)=0 
十 。 用 
2xih (ts — ta) 二 


=1. 
代入 (2.103) 式 后 , 量子 涨 落 因子 变 为 仅 对 a 求 积 的 高 斯 型 积分 , 用 公式 


十 co 
| dze-iaz” 一 
2 ia 


ST m ® 
F(to,ta) = | Rea 
ifiy? dt 
a。 YY ) 六 


27zifiy (to) | 2 
关于 变换 (2.97) 式 的 雅 可 比 行列 式 这 , 可 如 下 用 点 阵 计 算 方法 处 理 . 为 此 将 


固定 时 间 间 隔 T= 刀 一 t 分 为 个 小 间隔 后 再 取 极限 : e = 一 0， SN、 
于 中 间 点 , 有 


可 积 出 


Z(tk) = zk, T(tk) = ZK 


.= 
> 


所 以 变换 (2.97) 式 为 


因为 变量 变换 的 雅 可 比 行列 起 由 变换 矩阵 本 征 值 的 


一 1 (2.105) 
所 以 ， RN 


N = 
二 » 1y (tx) 
RE 
N 
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人 


2 y (ta) 
-| 
y (ta) 
而 : 
oz| |6z| [y(t)]? 
| | 
最 后 , 得 


br- 


从 
F (to,ta) 一 | | ee Dz (t) exS [z(t)] 一 a ， (2.107) NS 
ee 2rijiy (to 名 | a 
y( )y( b) y(t) 


其 中 , y (t) 为 满足 方程 组 Se 
d2 
| 天 了 wa) pe 
dt (2.108) 
| y(ta) #0, 和 N C 


y(te) #0 


的 任意 解 xC © 
作为 特例 , 先 将 上 述 结果 应 用 到 自由 粒子 和 谐振 子 情 状 . 
例 1 自由 粒子 此 时 W(t)=0. Vo 
可 令 y(t) = 1 符合 条 件 (2.108) 式 , 代入 <《 


Fo (to, ta) = 


)/ AN， 
例 2 谐振 子 参量 W (t) pv?. 此 时 y tNcosw (to) 同样 符合 条 
件 (2.108) 式 , 代入 (2.107) 得 A\ 


1 


之 mw 2 
Fa (th,to) = 元 Ww tanw (如 一 可 | 本 [re (to ~— 可 | 
涨 落 算 子 行列 也 散 规避 对 于 一 般 的 拉 氏 量 体 系 , 涨 落 算 子 行列 式 det 4 
的 计算 常常 会 遇 到 发 散 列 愿 . 下 面 介 绍 如 何 借助 已 求 出 的 简单 拉 氏 量 的 行列 式 来 计 
算 - 些 涨 落 算 子 行列 式 的 方法 . 
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对 于 (2.107) 式 的 计算 , 分 析 一 下 涨 落 算 子 行列 式 的 比 


det(-BF — WH) _ RT 这 y(t) 

et( 一 92 一 
yu (ta)yw (to) 下 3 
其 中 , y(t) 是 满足 (2.108) 的 解 , 并 假定 将 W(t) 换 为 V(t) 后 相应 的 解 为 y,(t). 下 
面 主要 研究 y(t。) = 0 的 极限 情况 , 令 


(2.109) 


y(t) = J(t) + eK(t), (2.110) 
其 中 , 7(t), K(t) 均 为 满足 运动 方程 的 解 , 但 要 求 其 满足 如 下 边界 条 件 : 


J(ta) = 0， 


类 似 地 引入 满足 方程 
(~O¢ ~ V(t))y(t) =0 


和 上 面 边界 条 件 的 解 AN cS 


yolt) = h(t) + eK lt). O 4 C 
易 证 NK 
yto) _ J 


ylta) 
ee 从 
在 积分 下 限 , t 一 如 , 由 于 J(t。) = 0, 再 由 (2.110) 
7() = 0 因此 因子 | -人 的 积分 发散 AR 亿 自 1 的 无 穷 小 
邻 域 积分 发 艇 度 如 同 上 px 发 散 性 质 完全 相同 . 放 
有 以 下 条 件 成 立 : ， 


结果 (2.109) 式 约 化 


dt 
> ta y(t) 1 
0f5 dt ， 
0 om 
det( 一 2 J (to) 
det(—O8 ~ VE)) (to) 


(2.113) 


K(to) =1, 天国 本 人 
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A 


例如 , 当 V(t) = 0, 即 为 自由 粒子 体系 , 相应 J, =t 一 t, 有 


det(~02 — W(t)) J(t) 
det(-@) tt 


(2.114) 


因此 


Katy veto) = Psitemp 人 sa]} 


| 


| 必 Folts, ta) exp {55 pa] 


(4) ame] fiseeg] 从 
AS 


加 (zy) exp {Sea} 六 
传播 函数 的 泡 利 短 核 公式 ”在 经 典 力学 中 常 需 讨 论 
不 同 的 初 值 条 件 (z(t。) 相同 但 p(t。) 不 同 ) 的 经 司 
的 变 分 . 相应 的 变 分 场 称 为 雅 可 比 场 (在 量子 场 论 中 雅 
比 场 相当 于 Goldston 玻 色 子 ). 如 图 2.4 所 过 x。 展会 
有 党 不 A EN 
描写 
EJ fm,1 


zx(p+e,t) = 7z(p,t) + oS 
即 CI C2 
7(p,t) 一 lim ) ) ed dO (2.116) 


m 二 < 人 . pC 
此 时 经 典 哈密 顿 主 函数 是 经 典 轨道 的 函 RN 
Sa = 下 dt (Bm vt Re, tp; To ta), 


具有 以 下 性 质 : 
Sa OS 


zi 人 


(2.117) 


现 设 to = 0,ts ==t, 见 
Or(pa,t) _ J(pa,t) 
Opa mm 
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故 由 (2.117) 式 知 


Sa _ Ope _ ( 笃 ) __m 


rz Orb \Opa J(pa,t) So 


代入 (2.115) 式 得 


(2.119) 式 常 被 称 为 传播 函数 的 泡 利 (Pauli) 短 核 公式 . 对 于 一 般 保守 力 体 系 , 它 是 
当下 = 加 一 如 一 0 的 近似 表达 式 , 故 称 为 泡 利 短 核 公式 . 仪 对 具有 平方 型 拉 氏 量 体 
系 (2.77) 式 右 端 第 三 项 可 忽略 , 此 式 才 是 精确 表达 式 . 由 以 上 分 析 看 出 , 经 典 轨道 
za(t) 在 路 径 积 分 计算 中 起 着 关键 的 作用 , 在 一 定 条 件 下 , 即 对 平方 型 拉 氏 量 体 系 ， 
体系 经 典 哈 密 顿 主 函 数 决定 了 量子 费 恩 曼 传 播 函数 . 


® 


举 几 个 简单 的 例子 . 
例 3 一 维 自由 粒子 ”哈密 顿 主 函数 为 人 
Su m(zs 一 Za)2 


2(ty -ta) 》 
于 是 
O54 mm AN 


OzraOxo 加 本 


因此 自由 粒子 费 恩 曼 传播 函数 为 9 » CQ 
Kol(zso, to; Ta, ta) = Rv Geim 
例 4 ”一 维 谐振 子 哈密 顿 主 函数 为 yy 
Gl = ta) = 


mw 
> 2sinw(to — ta) pp A 
因此 Ne 
攻 sina 人 (如 RS > 


工 
mw < 二 Sa 
2z 访 sinw( 加 一 如 ) 


例 5 0 体系 的 拉 氏 量 为 


L(t) = Se 一 To 2(t)z2, (2.121) 


所 以 一 维 谐振 子 费 恩 曼 


NS 


入 
“O 
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欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 为 
全 十 2 z(t) 一 0. (2.122) 
设 方程 的 一 般 解 具有 
z(t) = f(t)[Acosg(t) + Bsin g(t)] 
形式 则 由 边界 条 件 z(t。) = za, z(ts) = x6 可 定 出 待定 系数 4,B 为 


Talt) = i sin(9 一 9) sin(ga ， 当 9g 一 ga nn (2.123) 


这 样 , 变频 谐振 子 的 哈密 顿 主 函数 为 


Sal= | L(z, 2£,t)dt = |. dt(£?2 — w2(t)z?) 网 从 
om AN 


mm ,. > 
二 3 (ore — Zaxa), 
将 (2.123) 式 代入 , 得 


2 Ff 2 
全 计生 m 问 a fazs 


= 了 (zz) 


十 (gz2 十 goz2) cot(go 一 ga) 一 2757o 一 


925u 二 MV bga 
OraOzs sin(go — ga)’ 


因此 得 变频 谐振 子 费 恩 曼 传播 函数 : 


2 fo fa 
所 以 ， 


K (zo, toys ta) = | 


点 、Morse 指数 


a -uted mtn 
前 面 几 节 介绍 了 计 和 平方 型 作用 量 体 系 的 路 径 积分 而 实际 理论 常 包含 各 种 形 


式 作 用 量 , 它们 常常 是 非常 复杂 , 常 不 能 精确 取 值 , 故常 需 采 用 各 种 近似 方法 ， 例 


2.4 一 般 动 力学 体系 的 路 径 积 分 , 雅 可 比 场 、 共 皂 点 、Morse 指数 -81 . 


如 , 稳 相 近似 、 微 扰 展开 -…… 见 第 3 章 、 第 4 章 分 析 . 本 节 仅 简单 介绍 由 稳 相 近 
似 导 出 的 路 径 积分 半 经 典 公式 ( 泡 利 短 核 公式 ). 采用 稳 相 近似 , 相当 于 按 方 赛 次 渐 
近 展 开 , 相当 于 通常 量子 力学 中 的 WKB 近似 . 在 推导 过 程 中 可 看 出 , 对 于 平方 型 
拉 氏 量 体 系 , 泡 利 短 核 公式 为 精确 表达 式 , 如 上 节 短 核 公式 的 分 析 , 而 在 本 章 最 后 
一 节 中 , 将 其 推广 到 分 析 一 般 作用 量 表达 式 , 相当 于 采用 稳 相 近似 . 

当 采 用 稳 相近 似 , 经 典 轨道 及 相应 哈密 顿 主 函数 S。: 起 重要 作用 . 在 分 析 过 程 
中 还 注意 到 , 相对 经 典 轨道 的 变 分 场 : 雅 可 比 场 也 起 着 突出 作用 . 因此 本 节 还 将 着 
重 分 析 介 绍 雅 可 比 场 , 共 轿 点 (conjugate point) 等 重要 概念 . 在 研究 路 径 积分 量子 
化 时 , 当 所 取 时 间 间 隔 有 限 (不 是 无 限 小 ), 极 值 经 典 轨道 可 能 通过 共 斩 点 , 这 时 费 
转 曼 核 相 因子 还 会 有 整体 量子 化 贡献 , 产生 Morse 指数 . 下 面 分 析 这 些 问 题 . 

稳 相 近似 分 析 ”对 于 在 一 般 外 势 场 V(z,t) 中 运动 的 粒子 , 作用 量 泛 函 


2PG = |. dt (Fat) — Vz,d)). (2.127) 
对 轨迹 作 变 分 
SS[z(t)] 六 d2 OV(z,t) . a 
Sz(t’) -| dt (-m 物 *0 Bp ) 6(t — tt), e023) 
82SIz(t)] _ d2 82y(ztbN 
Sz(t) 87(t7) (-m 太 一 一 5 5 —#). (2.1) 


经 典 轨道 满足 55 = 0 极 值 条 件 , 即 zw(t) 满足 运动 方程 
d2 OV(z,t) _ 


mz? 十 2 (®.130) 
极 值 稳定 要 求 825 > 0, 即 涨 落 算 子 
d2 02¥ 
4 = TV (2.131) 
的 本 征 方程 
y(t) = AI (2.132) 
的 本 征 值 和 恒 正 . 
将 作用 量 泛 函 在 经 典 绒 通 队 中 展 星 , 即 引 入 
sp = + (2.133) 


则 


SIz(t)] = Slza(lt)] + 3 | | anatantts) 5 Slzalt) n(t2) + O73). (2.134) 


SZcl (ti )Szer (t2 ) 
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注意 在 2.1 节 也 曾 作 类 似 展开 , 在 那里 由 于 拉 氏 量 为 平方 型 , 故 无 高 次 项 0(m)， 
可 用 路 径 积分 法 精确 解 出 . 而 本 节 分 析 势 函数 可 具 高 次 项 的 拉 氏 量 , 这 种 情况 下 路 
径 积分 相对 经 典 路 径 的 扰动 ((2.133) 式 ), 只 能 是 一 种 近似 方法 . 

将 (2.134) 式 代入 费 恩 曼 传播 函数 公式 得 


i 


Klew tsa,t) = | Dah exp {552(O) 


= [Dnt ex { {Seatd) +3 | | anatante) 


Szal(t1)d7ra l(t) 


=exp {35 ea} [ Dn(t) exp 信 dtn(t) 


, (nm 各 -weabjno+oom | 


ne) +00))}) 


人 加 ekSlzalt) (1 4+ O( 月 )， 
由 (2.133) 式 可 知 , 上 式 第 二 步 变换 积分 变量 做 Dztt) _，Dnti) 的 程 分 测度 变 的 后 
列 式 为 1, 而 上 式 最 后 一 步 利用 了 推广 的 高 斯 积分 .注意 , 对 积分 变 合 第 尺 度 变 换 
Dn — 并 作 高 斯 泛 函 积分 后 , 被 忽略 的 相当 于 按 万 赛 次 渐 授 芭 吕 的 高 阶 贰 翁 
类 似 于 WKB 的 半 经 典 近 似 , 对 此 第 3 章 专门 讨论 . 
雅 可 比 变 分 场 “当代 二 也- 友 很 小 , 经 典 解 稳定 全 所/ 0, 要 全 涨 落 算 子 
2 


A(za) = (-m 更 — WO 三 


的 各 本 征 值 ^ > 0, 利用 与 自由 粒子 体 硼 由 比 , 婚 利 四 (2.11%Dt, 可 得 类 似 (2.115) 
式 


mm, 
K (zo, to; Ta, ta) = (¥ “可 7 /人 本 二 | 
/A a 


以 上 结果 很 容易 推广 到 遍 星 . 和风 于 区 维 空间 相互 独立 , [2;,PD;] = 让 6 D 维 空间 费 
恩 曼 传播 函数 可 表示 为 
K(zo,to; Ta NY) 3 人 条 (detpJ(p D)-setsEzoDI( 4+ Oh)), (2.136) 


其 中 , D x D 和 抱 阵 值 站 数 J(p,,t) 称 为 雅 可 比 场 , 是 相对 经 典 轨 道 的 变 分 场 , 如 图 
2.5 所 示 . 


| eh Ste (1 + O(A)), (2.135) 
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下 面 来 确定 雅 可 比 场 的 行列 式 ， 首 先 , 研究 通过 ro 
点 沿 不 同方 向 具有 不 同 速度 的 一 组 经 典 轨道 , z(p,,t), 它 
们 满足 经 典 运动 方程 


DY 
mk 十 人 0 (2.137) 


及 初始 条 件 


Z(D。0) = za, 
mz (pa, 0) = Pa 
其 次 , 考虑 通过 z。 点 但 是 具有 不 同 初始 动量 的 另 一 条 经 典 轨道 


Jki (Pa, t)e! 十 Ofe2)， 4 从 
所 以 ， \、 
Jkl (Po 加 es Zt (pa 十 e ;t) 3 Zk (po ,t) _ Or*(po,t) (2 A、 
m eic0 el 6p 
它们 是 D x 维 矩阵 J(p,,t) 的 矩阵 元 


k 
i (me ) , \ 办 


将 (2.139) 式 代入 (2.137) 式 并 对 ps 取 导 数 , 得 雅 可 比 场 方程 © cS 
J 


Tk (Pa tt €,t) = Tk(Pat) + 


mx( (pa, t) ) 十 > SV GP) (po,t) a 

雅 可 比 场 就 是 上 述 方程 满足 初始 条 件 GO 
RC 入 A (2.141) 
在 经 典 力 学 中 , 哈密 顿 主 函 dn emsmne 


函数 , 它 具 有 性 质 : 


DB Pa Sg RR 
或 
k_ _ 05a 
Oxk ) Da Oxk 
而 


Julpat) rpasty ap [9 a 
m Op  \6z) lL8z! \ Oxk 
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因此 


detp(Jri(pa,t)) = ldetp | 一 02Sa \] (2.142) 
Dl\JkilPa,; > D OL Or ) 


代入 (2.136) 式 得 D 维 空间 短 时 费 思 曼 传播 函数 , 表示 为 ( 泡 利 短 核 公式 ) 
m N32 & c 3 E 
Klwwtyseo hs) = (各 (det ( -二 )) efsPal(l + O( 癌 )，。 (2.143) 


2.4.2 ” 共 恩 点 及 Morse 指数 


共 赤 点 与 焦 散 点 ”如 果 存 在 另 一 经 典 轨 道 z(p。 + e,t), 具有 初 什 


Tpat+e0)=7za, mz(ps+e,0)=p,+e, 
与 轨道 x(p,,t) 在 t= ts 时 相交 , 即 
z(pa 本 etr) 六 二 Z(Do,tr)， 


则 称 交 点 zy 为 za = z(p。0) 的 共 柜 点, 也 称 为 焦 散 点 (caustic point), 见 图 2.6. 

当时 间 间 隔 工 = 包 一 如 很 短 , 在 时 间 间 陋 0 量 上 < 
tf < 了 内, 沿 经 典 轨道 zy(t) 没有 共 斩 点 ， 由 于 经 量 
轨道 zr( 是 作用 量 泛 函 S[z(t)] 的 极 值 N 故 J(p, 引 
的 所 有 本 征 值 为 正 ， 而 当 达 到 共 斩 上 由 my( 录 = zf 
使 最 少 有 一 本 征 值 为 零 ， 当 继续 党 加 妃 疝 ,中 使 py 
t) 出 现 负 本 征 值 . 没 经 典 轨道 Js zx(p,, 太 的 雅 可 
比 场 Jj(t) = J(p。,t) 的 负 坏 往 介 数目 ww 稍为 轨道 
zy(t) 的 Morse 指数 ， 也 厂 录 布 等 间 间 山 SS 1+1<T 
沿 wy(t) 的 与 ze = zy(0) 点 共 斩 的 共 斩 点 数 . 

Morse 指数 ”经典 轨道 共 轿 点 的 究 在 反映 由 用 动 的 复 帮 册 和 奇异 性 . 在 计 入 
经 典 轨 道 的 共 思 点 后 , 费 恩 曼 传播 函数 乒 表 达 式 让 (2.136} 会 ) 变 为 


Z (pote, 


i TT 
1 \ 本 :Dp {FS (ote) 27 
Pa 
i2 若 7 本 |det J y(to — ta)|? 


1 AQ So VY 
本 (rs) 2 (e 6 二 ) 


x exp {hs toi ta)— 到 | (1 十 O( 问 ). (2.144) 


K (zo, to; Xa,ta)= ( 


2.4 一 般 动力 学 体系 的 路 径 积分 , 雅 可 比 场 、 共 和 点 、Morse 指数 -85. 
A 


在 实际 问题 的 研究 中 , Morse 指数 的 计算 十 分 重要 , 下 面 以 一 维 谐振 子 为 例 说 
明 费 恩 曼 传 播 函 数 相 因 子 中 Morse 指数 v, 的 产生 原因 及 计算 方法 . 
一 维 谐振 子 的 哈密 顿 主 函数 为 


Sa(zo, ay T)= zee? 十 并 2) coswT 一 2z6Ta], 
0250 mw 
OroOrs sinwT 


代入 传播 函数 的 泡 利 短 核 公 式 (2.119) 式 得 


(2.145) 


j 工 MY i mw 2 “2 
kK yO PO EE Ear [rstra) coswT 一 2zoza] 2.146 
(zezaT) = 27jsinwT ) 


当 0 <T< 2 时 , (2.146) 式 正确 , 但 是 当 工 增 大 在 T= 二 时 ，(2.146) 式 奇异 . 
这 相当 于 经 典 轨道 越过 共 斩 点 ， 实 际 上 了 = n(n = 1,2,.…) 


元 全 各, 得 
Ww 


2 _ /mw < 
K (ern 一 e 4 Dh hmMwTora, (2 ) 


注意 到 费 恩 曼 传播 函数 的 赤 加 性 , 可 将 路 径 达 到 第 一 共 斩 点 研一 -Ne 


Ne 


播 函数 表示 为 
ee dzK ( (20,2,3 一 一 a 


=e- 3 | 十 0 


Re 


类 似 地 , 可 以 得 到 下 面 的 关系 


2 
Kk (sm 空 ) 
WwW 


RC 十 Za) 


ago 一 Za)， 
cool 函数 都 多 出 一 个 相 因子 e- 租 ,类推 可 得 


lim™ K(xs,za,T)=e "36(7, 一 (一 1)nza). (2.148) 
六 


均 是 一 维 谐振 子 
的 共 辆 点 下 而 来 计算 当 经 典 路 径直 过 共生 点 时 外因 子 的 改变 在 (2.146) » 
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. 86 ， 


以 此 作为 以 后 费 恩 曼 传播 函数 的 初始 条 件 , 故 线性 谐振 子 费 恩 曼 传播 函数 应 表示 为 
(2.149) 


TR Fa [l(c +22) coswT 一 2rbza] 


K(xo, ra, T) = eo 3 /— 
i QA] sinwT)| 


其 中 加 表示 小 于 “2 的 最 大 整数 , 即 Morse 指数 
习 题 2 


1. 请 用 回路 积分 法 证 明 谐振 子 费 恩 曼 因果 格林 函数 
—iEt 


”> dE e 


cr 的 -| 守卫 
= 元 (eg e 十 日 (一 -be ， e 一 0+. ~ 
2. 假设 作用 量 泛 函 eg (人 
S[zalt)] = | dt (Fa) — V(xz(t), 2)) : ~ 
试 对 轨道 z(t) 作 变 分 , 求 
Ce 
825[z(] d2 6zVy(ztN nn ， 
二 (mt - Be - 2 SS 人 
AND 
dt © © 
87(t’) XK 
(f(t) = -6 (8). Dg cp 


V Sin 


注意 利用 变 分 公式 : 


3. 已 知 传播 函数 的 泡 利 短 核 公式 : 


Kl(zb,Ta;T)=e im 


请 用 数学 归纳 法 证 明 一 维 线性 谐振 子 的 入 
i 鞋 一 i 笃 SS 2 2)coswT— 2zazb] 
人 ei i te 


oy 
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3.1 ”量子 力学 中 WKB 近似 


在 实际 问题 的 研究 中 常会 遇 到 各 种 形式 的 相互 作用 , 而 且 会 非常 复杂 , 故 需要 
采用 近似 方法 处 理 . 稳 相 近似 是 路 径 积 分 理论 中 一 种 重要 的 近似 方法 . 它 相当 于 作 
用 量 按 普 朗 克 常 数码 的 窘 次 作 渐 近 展 开 , 这 与 通常 量子 力学 中 的 WKB 近似 相当 ， 
本 章 将 在 稳 相 近似 下 分 析 一 般 形 式 的 拉 氏 量 体 系 的 路 径 积分 理论 , 称 为 路 径 积 分 的 
半 经 典 近似 . 为 此 首先 简单 回顾 一 下 通常 量子 力学 中 WKB 近似 方法 . 从 3.2 节 开 
始 , 讨论 路 径 积分 半 经 典 近 似 . 


3.1.1 ” 薛 定 庙 方 程 与 WKB 近似 


量子 力学 与 经 典 力学 的 相似 性 ”引言 中 曾 指出 , 经 典 力学 体系 的 哈密 顿 主 函 
数 S(z, ta, t) pr Sza] = Sa 满足 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 


7 H(ze, 5 ,t). [3 ) 
该 方程 为 S(z, za,t) 满足 的 二 阶 偏 微分 方程 , 在 形式 上 很 像 苹 定 刻 碟 绎 
.0 A 


都 是 将 哈密 顿 量 与 时 间 演 化 联系 在 一 起 . 例如 


-2 er 
H- pn (3.3) 
则 (3.1) 式 可 化 为 如 下 形式 : 
2 A + vad (3.4) 


这 里 仍然 称 其 为 经 典 的 隐 密 顿 - 葡 林 色 方 程 . 解 之 可 确定 经 典 的 哈密 顿 主 函数 56. 
另 一 方面 , 将 00 及 民 二 的 复 标 和 动量 换 成 算 符 , 代入 (3.2) 式 , 则 醇 定 调 方 程 
在 坐标 表象 中 的 形 站 为 


2 


h(n (- 二 V(z,t) )y(,t). (3.5) 
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下 


用 w*(z,t) 左 乘 上 式 ， a 0 得 


SW -VW VY YY) = (3.6) 
i 
op V. 0， 
下 
其 中 ， 诉 
P= j= Vv). 

上 式 表明 概率 守恒 , 这 是 对 波 函 数 作 概率 幅 解 释 的 基础 ， 

由 于 在 量子 力学 中 波 函数 一 般 为 复 函数 , 所 以 方程 (3.5) 式 实质 上 是 两 个 方程 


令 | ~ 
p(T,t) = Aer ST (人 
下 面 着 重 分 析 波 函数 相 因子 5(z ,人 Fi 清史 方 和 将 (3.7) 式 代入 (3.5) CN 
[ 守 十 (V8) — 元 V25 十 V(w,t) | wz, t)=0. ( 


即 由 此 可 见 ， 二 丽 六 汪 和 由 we 满足 的 方程 与 哈密 由 顿 - 雅 可 比方 程 (3.4 人 
典 
号 


CD 


常 相似 . 特别 是 当 太一 0 时 , 二 者 完全 相同 , 因此 可 将 薛 定 雇 方程 解 用 其 
来 逼近 : 在 取 所 -0 极限 的 情况 下 , 相 因子 5 趋 于 哈密 顿 主 函数 5 也 就 
将 5 按 态 的 寡 级 数 展开 Ne 


s=S0+ (2 )s+ (2) x 人 


其 中 , 首 项 90 应 为 哈密 顿 主 函 数 9， 
哈密 顿 特性 函数 借助 经 典 力学 知识 可 以 对 波 函 数 NS 比 
为 人 8 客 


如 , 对 于 量子 力学 的 定 态 问题 , 为 简单 起 见 , 以 一 维 顿 量 不 
显 含 时 间 , 即 (人 
V(z) cb (3.10) 
也 就 是 保守 系 具有 时 间 平 移 不 变性 ， 守恒 PG 哈密 潭 数 仅 依 赖 时 间 差 了 = 
tp — ta, 
sa=| | > 品 | 
V(z)) — ET = 克 (zo zu 本 一 ET (3.11) 


其 中 ， 
W (zo, Zai 五 ) = Sci(zb za 了 ) + ET = | drV2m(E — V(x)), 


Ta 


3.1 ” 量 了 力学 中 WKB 近似 ,89 . 


称 为 哈密 顿 特性 函数 . 将 依赖 了 的 Su 作 勒 让 德 变换 使 其 成 为 依赖 于 已 的 特性 函 
数 W, 即 


则 特性 函数 W 满足 与 时 间 无 关 的 约 化 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 
与 上 述 经 典 力 学 分 析 相 类 似 , 对 检定 计 方 程 (3.2) 式 , 其 中 哈密 顿 量 选取 与 时 
间 无 关 , 见 (3.10) 式 , 令 
WT,t) = Yr)e Et, 


得 波 函 数 wy(z) 满足 定 态 醉 定 记 方 程 


2 2 
( 一 二 5 十 V(z) )w(z) = Ey(z), (3.13) 六 


它 与 经 典 约 化 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 (3.12) 很 类 似 . 若 进一步 再 令 W(z) = ef so 
入 (3.13) 式 , 则 波 函 数 相 因子 S(z) 应 满足 


1 /dS\2 hl1 d29 
(3 ) Fi ; iD 


这 是 个 非 线性 方程 (Riccati 方程)， 当 万 -0 时 与 特性 函数 W 满 约 化 哈密 
”CO 


顿 - 雅 可 比方 程 (3.12) 式 相同 . (0 
WKB 近似 ”基于 上 述 分 析 , 下 面 讨论 WKB 近似 os KL 
级 数 展开 的 (3.9) 式 代 入 (3.14) 式 , 比较 的 同 第 次 项 , 通 顷 ; i 解 得 x、 - 
人 


0 下 = 2m(E— 《人 (3.15) 
一 级 近似 lS 
2528; + () RN (3.16) 


由 零 级 近似 方程 得 
278E —V(z'))dr’' = 土 | pdz, (3.17) 


So(z 
其 中 
p= V2m(E — V(x)). (3.18) 
当 瑟 > V(z) 时 , p 为 实 巾 , 相当 于 经 典 动 量 . 但 就 WKB 近似 而 言 , 对 于 经 典 解释 


无 意义 的 区 域 B < V(z), 仍 可 应 用 , 这 时 , 应 将 p 理解 为 纯 虚 数 


“ 
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p=iV2m(V(z) — E)=ilpl, (EB <V(z)). (3.19) 
再 由 一 级 近似 方程 得 


因此 
S1 一 Inp- 二 十 C (3.20) 
其 中 , C 为 积分 常数 , 仅 影 响 波 函 数 的 归 一 化 因子 . 
现在 来 看 WKB 近似 波 函 数 , 可 记 为 


(7) Ai e 直 So 十 S1 十 皇 Sa 十 … 


= + O()). (3.21) 
在 经 典 允许 区 , ptz) 为 实 , y(z) 为 振 葛 函数 六 
Te i 
也 
在 经 奥 禁 区 , ptz) 为 纯 虐 ,yz) 为 指数 函数 0 
= Sei Vm By, 


WKB 近似 的 适用 条 件 ”下 面 分 析 WKB 6 ape， 


用 相 因子 满足 的 非 线性 方程 (3.14) 式 , 作 大 “ 相 角 ”展开 AR 


式 中 第 二 项 小 于 第 一 项 二 有 (人 
ol a © Co 
" EN 
dz 4 OO 


) 放 |< A (329) 


<|2(E—- V(rz))| . (3.23) 
式 中 ,A(x) = 2 Ac (de Briglie) 波长 . 这 样 在 粒子 的 有 效 波长 范围 
内 动量 改变 很 小 (与 动 勤 本 身 相 比 ), 或 势能 改变 很 小 (与 动能 相 比 ). 在 经 典 允许 区 


与 禁区 交界 处 附近 , 即 在 转折 点 (V(x) = 互 ) 附近 , 近似 条 件 (3.23) 不 成 立 , 在 这 区 


3.1 ”量子 力学 中 WKB 近似 .91. 


域 中 杖 定 庙 方 程 的 解 需 用 别 的 解法 解 出 , 然后 再 用 连接 条 件 讨 论 这 些 解 , 定 出 各 个 
待定 常数 . 

对 于 WKB 近似 波 函数 (3.21) 式 , 很 容易 得 到 在 经 典 允 许 区 

\ 1 
pT)YT) cc i (3.24) 

可 见 , 粒子 出 现在 某 位 置 的 概率 密度 反比 于 粒子 的 动量 或 速度 . 也 就 是 说 ， 当 粒子 
速度 小 的 时 候 , 发 现 粒子 的 概率 就 大 , 而 当 粒 子 速 度 大 的 时 候 , 发 现 粒 子 的 概率 就 
小 , 这 和 经 典 力学 中 的 情形 完全 一 样 . 因此, WKB 近似 波 函 数 是 一 个 包含 许多 经 
典 力学 特点 的 量子 波 函 数 . WKB 近似 一 般 称 为 准 经 典 近 似 , 但 是 , 它 比 经 典 近 似 
的 应 用 范围 要 广 , 因为 它 不 仅 适用 于 经 典 允许 区 ( > V(x), 为 振荡 解 ), 而 且 也 适 
用 于 经 典 禁区 (已 < V(z), 为 指数 解 ). 在 经 典 允 许 区 , 当 势 为 常数 时 , 其 解 可 化 为 
平常 自由 粒子 的 波 函 数 ~ e++zz， 

转折 点 的 连接 公式 ”现在 讨论 在 经 典 转折 点 附近 的 情况 , 即 如 图 3.1 所 示 , 对 
于 具有 一 定 能 量 EE 的 定 态 , x = a 是 转折 点 . 在 远离 转折 点 处 , WKB 方法 可 以 忘 
用 , 解 如 (3.21) 公式 所 示 . 注意 到 (3.18) 式 及 (3.19) 式 , 在 经 典 允 许 区 (如 3.1 图 
在 经 典 转折 点 之 左 ), 解 (3.21) 可 表示 为 振荡 函数 , 即 


CO1 i ra d Co _ira d 
WL) = Tierhls Pdr | ~2e-Alzpdr 
(7) 
/ a 
-和 (a| pdz + a), 当 已 > V(z). (3.25) 


T( 人 


{ 出 


图 3.] 包 拐点 在 经 丰 元 许 区 净 舟 


其 中 , 常数 C1 与 C2( 或 Cz) 电 具 体 问 题 的 这 寞 条 件 及 归 一 化 条 件 决 定 . 而 在 
经 典 不 允许 区 (如 3.1 图 旺 经 典 斑 折扣 之 右 ), 解 (3.21) 可 表示 为 实 指数 函数 , 即 


Ey a> A et pldz， 当 E < V(r). (3.26) 
Vip 


其 中 , 常数 Cs 与 C4 H 牧 界 条 件 及 归 一 化 条 件 决定 . 进一步 分 析 , 由 于 (3.25) 式 及 
(3.26) 式 表示 的 是 同一 定 态 在 不 同 区 域 的 表达 式 , 常数 Cs 、C4 与 C1、C2 之 间 有 
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确定 的 关系 . 为 确定 这 两 组 常数 间 关 系 , 要 求 在 转折 点 附近 可 精确 求解 . 并 求 出 此 
精确 解 在 离开 转折 点 较 远 处 的 渐进 行为 , 这 时 WKB 近似 可 以 应 用 , 以 便 与 (3.25) 
式 和 (3.26) 式 比较 , 就 可 以 找到 两 组 常数 之 间 的 关系 , 即 确定 连接 公式 , 使 在 x = a 
附近 波 函 数 及 其 一 阶 导数 连续 . 

Airy 函数 与 Bessel 函数 ”这 两 个 函数 是 处 理 波 函数 连续 性 问题 的 常用 函 


数 . 
设 势 V(z) 在 转折 点 附近 变化 缓慢 , 可 按 索 勒 级 数 展开 , 并 只 取 线 性 项 , 即 
V(rz)=V(a) +V(a)(z — a) + 
2 
=B+ -ols a)+.…, 当 z ~ a. (3.27) 
在 此 区 域 , 薛 定 庆 方 程 近似 表示 为 
az 一 oz=0， 当 z ~a. (3.28) 
艾 里 (Airy) 方程 为 
d255 沁 写 省 
2 +z$= 


具有 解 Airy 函数 6(z) = A4;(z), 其 积分 表达 式 为 
Ai(z) = 元 上 dtei(zt 80) 一 = 上 dt cos 全 一 zt). 


用 鞍点 法 可 求 出 当 z 一 土 %o 时 Airy 函数 的 渐 近 表达 式 


1 2 3 TT 车 I 二 证 
S i S 一 Z2 一 一 日 3 上 
Ai(z) 2 cos (5 7) (具有 周 兴 行 
1 2 3 大于、 
Ai 学 ie 有 指 了 才 组 行为 ( 
(2) 本 a ( 具 请 指 部 及 


正 是 利用 这 种 行为 ,Airy 解 可 与 WKB 沁 b 缠 昱 沁 蜡 邻 授 ( 波 承 药 及 其 一 阶 导数 连 
续 ). 如 图 3.2 所 示 , 在 转折 点 z = a 附和 Airy 角 与 WKB 解 的 交 香 . 

在 离开 转折 点 较 远 处 , WKB 涉 函 数 可 浊 册 纪 尔 (RS 人 BD) 函数 表达 ， 贝 塞 尔 函 
数 .(z) 是 满足 下 列 贝 塞 尔 方程 峰 解 ; 


d2 on 1 WL, n2 有 
fr N+ (1- 总 ) 友 =0 (3.29) 
当 z 很 大 时 , 具有 如 筑 请 式 测 近 焉 达 式 中 
3 2 nT Tt YI EA 
Jn( 济 EY YY 5 COS (z 2 有 当 之 很 大 . (3.30) 


Oz 王 竹 溪 , 郭 敦 仁 . 2000. 特殊 函数 概论 . 北京 ; 北京 大 学 出 版 社 418. 
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Vz) 


渐 近 解 (3.25) 式 可 表示 为 


4 左 三 SVE 六 = 站 | rar: (3.31) ® 从 


下 面 将 设法 选择 贝 塞 尔 函 数 的 阶 n, 使 上 述 解 在 接近 转折 点 附近 时 满足 巷 定 谓 方 程 六 
(3.28) 式 . 这 时 由 (3.27) 式 和 (3.31) 式 知 


去 三 3Vala — 2), 当 z ~ a. .32) 
将 (3.31) 式 代 入 (3.28) 式 , 要 求 .有 满足 \ ) 


d2 om. d 
让 人 富 +[e te 证 全 | o> eae 
利用 (3.32) 式 , (3.33) 式 化 为 XK XY 


Op RN 


dz2 zdz 0 
NS 


与 贝 塞 尔 方程 比较 , 知道 应 选 = 十 了, 即 应 取 (从 
WA 一 -六 A 1(2)). ©O (3.35) 
类 似 地 , 在 EE<V(z 
We [ey DI 3(2)), SR 2 回流 (3.36) 
其 中 , 五 ; 为 虚 宗 < = "(iz). 当 z 很 大 时 , 由 (3.30) 式 和 
(3.35) 式 可 得 


4 大 == [4 cos (z 一 二 二 Beos (z 一 0 人 站 | nas, (3.37) 
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当 z' 很 大 时 , J,(z') ~ 和 局 十 ez cos (n 十 3)7|, 因此 


V2n2/ 
1 2 V3 _ pe 
Up 右 一 二 ntC 十 D)e 和 十 区 C)e 上 之 二 万 | |pldz. (3.38) 


下 面 分 析 在 转折 点 附近 , 它们 与 Airy 解 相 重 倒 区 , 如 何 选择 待定 系数 4, B,C, D 
使 上 两 解 及 其 一 阶 导数 光滑 邻接 . 
在 z 很 小 时 , 有 
1 ZN 忆 3 
(2) = hol) = Eran (3) ， 当 z 一 0 时 . (3.39) 


当 z ma 时 (3.35) 式 及 (3.36) 式 化 为 
a 一 1 
“=i 5 | 六 
oe D— | 人 
和 


故 为 使 上 两 解 及 其 一 阶 导数 在 z 一 a 时 相等 , 应 要 求 


C=-A, D=B. SS (3.40) 


| ® CQ 
将 (3.40) 式 代 入 (3.37) 式 和 (3.38) 式 得 © 
VW = -te (| paz 一 到 3) + Beos (> pc 


W 右 二 一 二 [人 B- A)ei le lrlds | (B OT pw (3. 42) 
0 © 


令 B=A= 序 ' 得 得 第 一 对 连接 式 (3.43a (Go A 1, 得 第 二 对 连接 
式 (3.43b) 
和 万 eos 人 | me cg 本 NS | pa) (3.43a) 
1 
ee ex dz 
三 人 外) 一 而 咖 ( 计 ma (3.43b) 
见 图 3.1 拐点 在 经 加 人 让 区 之 右 ， we 
应 左 端 远 处 为 余弦 波 . 件 (3.43b) 相当 于 左 行 波 ， 当 左 端 混 有 少量 正弦 波 , 表明 


右 端 存在 指数 增加 部 分 . 
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当 转 折 点 在 经 典 允许 区 之 左 , 如 图 3.3 所 示 , 可 以 作 类 似 分 析 , 相应 的 连接 公式 
可 表达 为 


1 工作 2 1 f 工 
二 站 exp { 3 | Ipldz} <- 一 COS (人 | pdz 7) (3.44a) 
1 1 人 1 人 n 
i exp {= | Iplaz} 一 = sin (5 | pdz 一 3) (3.44b) 
Vz) 


| E 人 WN 
0 : 隐 人 和 ~ 
3.3 ”拐点 在 经 典 允许 区 之 左 3 
3.1.2 ”WKB 近似 方法 的 应 用 举例 


1. 势 阱 中 运动 粒子 束缚 态 能 谱 的 量子 化 条 件 
一 维 粒子 束缚 态 , 定 态 非 简 并 , 波 函 数 为 实 . 在 势 阱 中 粒 


点 a 和 5b, (如 图 3.4 所 示 ) A 


在 区 域 I 有 
A 1 rb 0 
0h [a e— 去 Jzalpldz 必 一 A 
: V|z| 
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在 区 域 II 有 


A -TslpldazGd4a ,S24 (lf 7 
Va E iy (#| pd 3) 
由 于 一 维 势 阱 中 运动 粒子 的 束缚 态 非 简 并 , 所 以 上 面 两 个 波 函 数 加 1 ,wii 应 一 致 
即 要 求 这 两 个 余弦 函 数 宗 量 和 为 x 的 整数 倍 


Wi ST 


I 


亦 即 
| pdz = (n 十 5) (3.45) 


此 即 玻 尔 - 索 末 菲 量子 化 条 件 bar = (n+3)h, 式 中 har 是 指 对 周期 运动 积分 AN 
一 个 周期 NO 


2. 势 笃 穿 透 问题 
设 势 刍 V(z) 如 图 3.5 所 示 , 除 转折 点 ab 附近 以 外 , 在 图 上 三 个 区 域内 , 可 


WKB 近似 波 函 数 : 
wi(z) = gr 十 Be ln)], 、 


< 


三 -E12lplds 十 De {slplde 心 
Wir(z) [ce 和 十 De | 网 cy 
Wir(z) = [Fe sree) 下 ce (Kd) 


妇 
i(0) 


©O 
NS 


3.1 ”量子 力学 中 WKB 近似 


. 97 . 
注意 : 


(1) 指数 上 周 定 相 角 二 i， 是 由 连接 条 件 决定 的 ; 
(2) 在 区 域 IT E < V(x)，p= -ivV2m(7Y 二 两 


—ilpl; 
(3) 对 于 能 量 为 玉 的 定 态 , 以 上 各 式 乘 以 时 间 演 化 因子 e- 计 Bt 后 可 以 看 出 , FF 
项 、B 项 为 右 行 波 , 4 项 、G 项 为 左 行 波 . 


下 面 假设 粒子 在 I 区 沿 正 z 方向 运动 , 在 a 点 遇 势 又 后 , 部 分 反射 , 部 分 穿越 
势 急 入 射 到 第 III 区 , 在 第 HI 区 只 有 透射 波 , 故 设 G = 0, 则 


a 
Wrr(z) = — Fei(# [2 Pde—§) 
VP 


= "le (5 | me 一 了 | 十 isin (5 | ma 一 =)] 


(3.49) 
由 连接 公式 (3.44a) 和 (3.44b) 式 得 


rt 


et lslpldr iFek fzlplds] 


=- | |ce- 1:lolas + Dei :lvlee], 人 
p 
其 中 ， 


b 
和 | os ~, EN 
C=—iFetlolpldr = iFee. OO 
再 利用 连接 公式 (3.43a) 和 (3.43b) 式 得 
1 


i pa -3 
让 |(c 十 了 Djeit 了 “0 \ je 和 可 (3.52) 
SS 

b 


全 = 


因此 , 透射 系数 为 
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反射 系数 为 人 
1 
4 le -7 
R= 上 F = 4 ~ 1— e-20, (3.55) 
62 十 一 6 一 2 
4 
满足 等 式 T+ R= 1. 因此 透射 系数 为 
T eR felolds oR Vim) Ba (3.56) 


这 是 一 个 很 有 用 的 公式 , 在 准 经 典 近 似 条 件 下 ( 即 了 < 1) 适用 . 
3. 双 势 阱 问题 


模型 与 基态 的 特性 ”这 里 着 重 分 析 双 势 阱 基态 分 裂 问题 . 考虑 一 个 粒子 在 下 
列 一 维 势 阱 中 运动 : 
V(z) = (0 一 02)2， (3.57) 
其 中 , 9 为 耦合 常数 , a 为 常数 . 
如 图 3.6 所 示 , 势 相对 原点 是 对 称 的 , 原点 为 极 大 值 , 即 


V(z =0) = a (3 
| AN 


.6 
势 的 两 极 小 点 在 z = 十 a 处 , 在 该 《) 


+ta) = 0， Sh 
a) = ga? = mw? (3.59) 

其 中 w 可 以 认为 ; 近 振 动 谐振 子 的 角 频 率 . 
当 9 很 大 时 ， 被 中 间 很 高 的 势 垒 隔 开 , 此 时 , 则 如 一 粒子 在 一 阱 中 运动 ， 


它 将 长 期 停留 在 此 阱 中 篇 由 于 问题 的 对 称 性 , 两 阱 中 粒子 具有 简 并 能 级 .下面 来 分 
析 基 态 . 


人 和 ~ 


入 
RC 
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令 如 (z) 为 在 右 势 阱 中 具有 能 量 Eo 的 基态 波 函 数 加 (z) 满足 


2 J m 
: ol 1 + 2 (Bo — V(z))wo(z) = 0. (3.60) 


由 于 问题 的 对 称 性 , yo( 一 x) 为 在 左 势 阱 中 具有 能 量 Eo 的 基态 波 函 数 . 事实 上 此 两 
波 函数 的 任意 线性 组 合 均 具 有 相同 简 并 能 级 . 例如 , 对 称 态 波 函数 


pn(z) = 万 bt) 十 各 (zj (3.61) 
和 反 称 态 波 函数 
w2(7) = le) wo(—7)]. (3.62) 


当 耦 合 常数 9 有 限 , 即 双 阱 中 间 势 急 高 度 有 限 , 则 有 势 人 又 穿 透 效应 发 生 , 从 而 
使 两 阱 中 状态 发 生 混合 、 相 干 而 造成 能 级 分 裂 . 由 于 体系 的 哈密 顿 量 , 具有 空间 反 
演 对 称 性 , 字 称 守恒 , 表明 哈密 顿 量 万 的 本 征 态 可 处 的 偶 态 或 奇 态 po, 由 于 隧 
道 效 应 使 这 两 能 级 不 再 简 并 . 设 偶 态 能 级 为 忆 , 奇 态 加 能 级 为 2, 即 它们 溺 
足 的 方程 为 


2 
TP) 2 (本 -Yo)ya(a) =0, de 
2 
于) + (成 一 Y(z))ya(z) = 0 (3.64) 
将 (3.60) 式 乘 灿 , (3.63) 式 乘 加 , 两 者 相 减 得 
4 2 mm 
急 “如 — wo 让 (Eo — EVV = {3.65) 


为 讨论 简单 起 见 , 假定 9 虽 有 限 , 但 仍 足 够 大 . 注意 局 -7 蔓 斌 中 粒 引 来 缚 态 非 简 
并 , 波 函 数 为 实 , 可 设 波 函 数 yo(z) 在 右 势 阱 中 同和, 本 


上 (rr = 1. (3.66) 
0 


%(-z) 是 在 左 阱 中 的 归 一 波 函 状 E 而 秦 在 阱 中 具有 很 汐 值 . 故 可 假定 wo(z)wo( 一 z) 
各 处 可 忽略 , 并 有 


3.61) 1 [® el 
| des vo(zh ~ | dzwWo(zZ)2 ~ 2 (3.67) 
另 将 (3.65) 式 积分 得 
-0) 一 四) 和 六 + 昼 (- 妃 ) 大 = (3.63) 
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于 是 


Bo ~ Br = hh (Oy (0) ~ to(O) CO)) (3.69) 
由 对 称 和 反对 称 波 函数 表达 式 知 
wb1(0) = V2yo(0),， Wi(0) = 0， (3.70) 
那么 
2 
Bo — B= bo(0) WO) (3.71) 
下 面 采 用 WKB 近似 波 函数 
ER 3.72 
Wo] = -和 (3.72) 
其 中 , 归 一 化 因子 


上 dry (rz) YL) S | dzy(r} wr) | | 0 三 :此 人 、 

由 于 经 典 谐振 子 周 其 ‘» 
2 ?ob dz ww dr 2m 

ee SS . 


WwW TI 4 


则 


N? = 2m 一 me x 
全 n 
在 经 典 禁 区 WKB 近似 波 函 数 (人 
| 


wb(z) = 


i f° 他 (3.76) 


L 
所 以 有 9 
SS wpo(0), (3.77) 
其 中 
V(0) > Eo. (3.78) 
将 以 上 结果 代 
x BB (yol0)y 


oi JS dzlp(a)l (3.79) 


3.1 ”量子 力学 中 WKB 近似 . 101 . 


类 似 可 算得 
E2— Eo = ot Ja dslp(o)l (3.80) 


基态 能 级 分 裂 ”从 以 上 分 析 可 以 看 出 , 由 于 隧道 效应 , 使 这 两 能 级 不 再 简 并 ， 
而 产生 能 级 劈 裂 ， 
2hiy _2 ra 
AE= E,— b= en fe drlp(z)| (3.81) 


进一步 注意 到 量子 力学 基态 有 零点 振动 , 基态 能 量 为 
Eo = 3 TY (z = +a) = g2a2 = mw?. (3.82) 
在 右 势 阱 中 基态 转折 点 zr 位 于 


Fm? (zr -a = Eo= 2 (3.83) 


2 
于 是 人 
厂 


Tr 二 Q 土 4/ 一 . 84) 
TY 
类 似 左 势 阱 基态 转折 点 zi 位 于 \ ) 
有 
故 代替 (3.82) 式 能 级 分 裂 为 
AB=E- b= “A 


其 中 ， 必 2 


9 
; hw 
加 人 本 2 hu 
1p(z) [= Vam(V(a) RS > | 
mw(a? 一 4a2 有 h 3 2 2 2 
要 “ SN 人 
mw ah 
进而 q 
a—b 
mw 3 上 育 ， a 十 Zlob 甩 
~=—a(a— bss 一 1 ey 
| dz | p(x) | aa 一 人 区 (a—5b) ee 
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1 hh 2a—b 
2 2] _ 2 
二 (a bla 3(o b)"| ps 


3 2 6a 2 


a 
RL DD EL EN A 3 
多 Sr 2 3 mwa 5 (2 i) 二 O( 忆 ) 


1 万 1 /无 3 
=750+3 In (a 二) + O(h3). (3.87) 
代入 (3.85) 式 得 
AbE a TE -iso 
h 
E Co Vmhe-iso, (3.88) 


其 中 ， a a 2 
So = | dzV2mV (zx) = | dz (z2 一 a2) = 守 ma?. 


ao 2a 


3.2 路径 积分 的 半 经 典 近 似 ( 稳 相 近似 ) 


本 节 着 重 分 析 路 积分 中 稳 相 近似 方法 与 通常 量子 力学 中 WE 阿 寺 似 隐 关系, 分 
析 量 子 态 密度 的 迹 公式 , 英 尔 斯 (Morse) 指数 . 
最 陡 下 降 法 “” 费 恩 曼 传播 函数 路 径 积分 表达 式 


K(zo,to; xa,ta) = | Dz(t)ek fe dt(32(t)2—V(z2(t))) 后 Ww Pb)eisS@ye. (3.89) 
前 面 曾 多 次 提 到 将 上 面 泛 函 积 分 在 弛 左 巾 和 zal?j(55 =O)) 曾 近 展 开 , 也 即 相 
当 于 作用 量 泛 函 按 万 守 次 渐 近 展开 , 被 种 为 稳 相 FE 位 (鞍点 展开 或 最 陡 下 降 法 ). 为 
了 更 清楚 显示 稳 相 近似 的 特点 , 下 面 以 一 汶 积 人 为 例 来 避 明 . 
假设 要 展开 的 函数 具有 下 荆 祝 分 表 达 式 : 


b 
A ) 3 | dzg(z)e*f(?). (3.90) 


当 f(z),g(z) 都 是 窒 函 于 时 , 英 b@) 在 积分 区 闻 [a,0] 中 某 点 zo 有 一 极 大 值 . 当 和 很 
大 时 , eV 在 zo 展 财 有 一 很 陡 的 极 大 值 . 这 时 , 只 要 g(x) 的 变化 不 能 与 ee) 的 
变化 相 比 , 则 上 式 积 分 荡 将 主要 是 在 z = zo 点 附近 积分 的 贡献 . 当 f(x) 为 复 变 解 
析 函 数 时 , Re( 和 f(z)) 是 这 个 解析 函数 的 实 部 , 因为 它 满足 拉 普 拉 斯 方程 , 其 二 阶 导 
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数 不 可 能 都 是 负 的 , 故 没 有 极 大 值 . 而 且 expfipm(Af(z))} 当 入 很 大 时 是 一 个 振荡 
很 快 的 函数 , 这 时 可 以 改变 上 式 中 的 积分 路 线 , 使 它 通 过 f(x) 的 零点 zo, 并 使 在 
治 积 分 路 线 上 f(x) 的 虚 部 保持 不 变 , 即 沿 此 路 径 exp{iIm( 和 f(x))} 不 再 快速 振荡 . 
例如 

f(z) = pz) +iv(z), [f(z)| = VW (7)? + rv (2), (3.91) 
由 于 f(x) 为 解析 函数 , |f'(z)| 在 积分 回路 的 各 点 上 都 有 确定 值 . 现在 如 果 z = zo 
点 Im[f(z)] 沿路 径 C 不 变 , 即 Re[f(z)] 沿 C 的 变化 与 在 该 点 其 他 方向 变化 相 比 是 
最 快 的 , 因此 路 径 C 称 为 最 陡 路 径 . 在 f'(z) 的 零点 zo, 要 求 Im[f(z)] 保持 不 变 的 
路 径 , 即 最 陡 路 径 最 少 有 两 条 , 相当 于 zo 为 Re[f(z)] 的 鞍点 , 取 Re[f(z)] 之 值 在 
zo 两 边 都 是 下 降 的 , 这 样 的 路 径 称 为 最 陡 下 降 路 径 . 

下 面 分 析 当 A 一 co 时 , 积分 (3.90) 式 的 渐 近 展开 式 . 为 简化 分 析 , 令 g(z) = 1， 

相应 积分 为 

T(A) = eMf (zo) | dneMf (zo+m)—f (zo)) 起 exy(zo) 70( 入 )， (3.92) 

C 


即 f(z) 在 zo 附近 作 泰 勒 级 数 展开 , 妈 
Fe) = f(ao) + 5" op + YD FE 93) 
了 9 一 3 
选 稳 相 积分 回路 , 使 沿 回路 Pao) = 0,7(zo) < 0 


Imf(zo +47) = Imf(z0) + O(T), fF (ro) = -| (zo0)7| any XA (3.94) 
沿 回 路 C 的 积分 变量 作 变 换 


EW WR 
A (zo)) 
得 
加 2r Ye 一 和 (信人 3 
ok be 臣 by Nara ) (9) 
利用 高 斯 积分 公 
EL: Ee -3 of 1)!, | Se =0, (8.96) 
得 


10( 入 ) 一 C7 | Mi a2n(27 — 1) 川 


dy 加 
-i | 24 3 ) +OQ 外 (3.97) 
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必须 强调 的 是 , 上 面 由 最 陡 下 降 法 得 到 和 -! 的 窜 次 的 渐 近 展开 式 , 此 实际 上 为 和 -1 
的 形式 寡 级 数 , 一 般 此 赛 级 数 发 散 , 但 是 对 足够 小 的 和 -1, 其 部 分 和 


k 
Sk(N) = > on(NA 
物 夺 沾 


能 够 满足 对 任意 固定 
lim N (YN) — Si(N)) =0, 
即 
VN) — SN) = ON ™). (3.98) 

但 是 不 能 说 p(X) = ,lim Sk(), 因为 此 极限 可 能 不 存在 . 对 于 给 定 , 近似 程度 不 
能 通过 多 取 项 数 而 无 限制 改善 . 而 是 对 于 给 定 &， 当 和 一 co 时 它 接近 (和 ). 

以 上 是 最 陡 下 降 法 的 基本 思想 , 通常 被 称 为 稳 相近 似 , 得 到 的 是 渐 近 展 式 . 

半 经 典 近似 现在 将 上 述 稳 相 近似 方法 推广 到 路 径 积 分 情况 . 这 时 经 典 轨道 
相当 于 较 点 , 8S = 0, 偏离 稳定 点 指数 衰减 , 即 


K (zo, to; Za, ta) = 上 Dz(t)ek Ste(Oles. .99) 
将 作用 量 泛 函 SIz(t)] 二 | “L(z(0),2(D),4) 在 满足 85 =0 的 经 典 轨 遂 0) 情人 
S 

z(t) = ze(t) + n(t), (3.@0) 
其 中 , zc(t) 为 端点 固定 (z(t6) = zo,z(ts) = zo) 的 经 典 轨道 莞 时 


S[z(t)] = S[ze(t)] 十 82S[ze(t)] 十 -5 A (3.101) 


其 中 , S[ze( 旭 = Se(zotizota) 为 端点 固 完 壹 典 鸡 道 的 瞪 密 顿 年 岗 数 , 且 


sy 


tp 
25[z.(t)] = | “人 (ft -dN ). 
6 SIz ( | dn ( op drt) 、 ) 


将 以 上 诸 式 代入 (3.99) 式 , 可 得 漳 束 组 曼 传 播 函 浆 宫 经 典 轨道 附近 的 稳 相 展开 , 相 
当 于 按 所 的 究 次 浙 近 展开 J 汕 


K (zd 3 ta = | 
1 6°S[ze(t) 
| det (F 和 


x exp {55e(z, Ui ta) 十 O( 疾 )]， (3.102) 
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上 式 中 指数 上 是 经 典 哈 密 顿 主 函数 , 而 其 前 置 因子 为 偏离 经 典 轨道 各 项 的 贡献 ( 含 
万 项), 称 为 量子 涨 落 因子 ( 含 825 对 量子 涨 落 的 贡献 ). 与 量子 力学 中 的 WKB 近 
似 柑 比较 , (3.102) 式 又 是 路 径 积 分 的 半 经 典 近似 表达 式 . 进一步 利用 雅 可 比 场 特 
性 , 得 到 与 (2.143) 式 、(2.144) 式 相似 的 DD 维 动力 学 体系 的 费 恩 曼 传播 函数 半 经 典 
表达 式 

1 \ 县 02 3 i XT 
Ksc(zo, to; Ta, ta) 一 (soF) 2 | det 人 exp { £5 (Toto; zata) —i3 0} 
(3.103) 
其 中 , 假定 存在 若干 个 经 典 轨 道 zy 人， 它们 都 是 8Ss|， = 0 的 稳定 轨道 ，5,，= 
( 纹 ，>》 为 对 各 不 同 经 典 轨 道 的 贡献 求 和 .wv 为 二 次 变 分 825 的 所 有 负 本 


征 值 的 个 数 , 即使 由 (zs 如) (zo,) 的 经 典 轨 道 z， 上 所 有 共 罗 点 的 阶 数 之 和 ， 
(3.103) 式 由 Gutzwiller 在 1967 年 得 出 包 ， 常 称 为 van Vleck-Panli-Gutzwiller 公式 . 

态 密度 的 半 经 典 近似 ” 对 保守 力 体 系 , 费 恩 曼 传播 函数 仅 依赖 时 间 差 了 = 
tb 一 ta, 可 进一步 经 傅 里 叶 变 换 得 到 在 E 空间 的 格林 函数 


9(zb Toa, E)= 元 | ee Xa,t) 
De (二 0+) (3.10D 


在 实 已 轴 上 极点 位 置 及 留 数 给 出 量子 体系 的 能 谱 与 能 量 本 征 态 . 
利用 5 分 布 的 分 解 公式 


- = 二 = P(:) F ind(z), ($105) 
得 到 
ImG(zxs, Xa; E) = > (ZE (TO — bm). (3.106) 
通常 将 
P(Zb， Zo; E) AACNTACAN 2 En) 
二 有 和 Img(zo zu 五 )， (3.107) 
称 为 体系 的 谱 函 数 乱 辣 I 厅 注 其 郁 角 元 取 迹 得 量子 态 密度 的 迹 等 式 : 
MN- ie-m)= = | dn (3.108) 


© Gutzwiller M OC. 1967. J. Math. Phys., (8): 1979. 
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可 以 利用 费 恩 曼 传播 函数 路 径 积分 的 半 经 典 表达 式 (3.103) 式 并 代入 (3.104) 式 求 
得 格林 函数 的 半 经 典 表 达 式 


下 
Gsc(Z5) Ta; E) = | dtekBtK,(z, zi t). (3.109) 
0 


再 由 (3.108) 式 得 谱 密度 的 半 经 典 表达 式 


1, EP 2 R 
pec( 电 ) = 二 | ds | ET (3.110) 
oo 0 
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作用 量 与 wick 转动 ” 当 哈 密 顿 量 不 显 含 时 间 , 则 体系 能 量 守恒 , 因此 常 采用 
能 量 表象 来 处 理 . 注意 到 对 于 稳定 系统 , 其 能 量 上 无 限 下 有 界 , 因此 费 恩 曼 路 径 积 
分 表示 , 常 快速 振荡 . 为 分 析 其 收敛 性 质 , 尤其 是 分 析 基态 性 质 , 通常 采用 Wick 转 
动 过 渡 到 实 欧 空间 较为 方便 , 即 

Wick 转动 it 一 7, 


K (zo, za,7T) = (zole kA" |zo) = | (7) ekSsle(7)]. (35.1 


例如 , 当 体系 拉 氏 量 
作用 量 


对 上 式 作 Wick 转动 后 , 实 欧 空间 中 作用 攻守 rz 应 表 元 着 


SE [zx (7)} = 史 dr Bb wg 上 长 并 St (3.112) 


再 取 极 值得 运动 方程 
付 7 一 V'(z) = 0. (3.113) 
注意 , 经 Wicks 抬 动 让 的 萎 乱 方程 相当 于 粒子 在 颠倒 势 中 运动 . 以 3.1 节 分 析 
的 双 势 阱 (3.57) 式 EY 势 为 (图 3.7) 


V (z) = 全 (oz 一 o2) ， 
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与 此 运动 相应 欧 几 里 得 能 量 为 


1 .2 
E= ame —V (zx). 


3.7 
这 时 运动 方程 (3.113) 具有 最 低能 量 解 (基态 ) 为 
E=0, z=+a. 
另外 还 存在 一 能 量 为 零 的 非 平庸 解 (习题 3) 
Zcl (7) = +atanh 


其 中 w 为 在 原 势 阱 底部 相应 基态 频率 V” (z = 十 ao) = 9g2a2 = mw? 
容易 检验 : 


， QW 
Yecl 二 十 可 


和 


.107 . 


(3.114) 
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与 (3.88) 式 引 入 的 So 相同 . 

瞬 子 解 与 基态 分 裂 ”此 非 平 良 解 (3.116) 式 的 存在 使 得 原来 两 势 阱 中 状态 间 
的 隧道 效应 , 引起 原 简 并 基态 间 相 互 干涉 , 而 使 能 级 分 裂 . 此 两 解 形状 如 图 3.8(a) 
所 示 . 由 于 


Ta (7 一 一 oo) 一 一 0， zal (r 一 +00)= +a, (3.119) 


而 相应 作用 量 密度 


1 .2 i 2 
3MLa t+ V (za) = mza 一 sec 5 


如 图 3.8(b) 所 示 , 由 于 Ls 主要 在 


附近 , 宽度 为 OS 


LE = 


Ar~ Lo Ym (3.120) 
w ga 
的 区 域 上 取 值 , 故 称 为 瞬 子 解 , 而 7 为 瞬 子 到 达 欧 几 里 得 势 谷 的 时 间 . 瞬 子 解 nx 


无 波 节 , 是 系统 的 基态 , = 0. 0 


图 3.8 


b C2 
OO -人 
明子 解 的 路 径 积分 WE 对 路 得 入 小 的 贡 


RN 
到 KN [zz 


Dn(7) oR | dT1d727 (71) 


. 中] G+OU) 


ep1 ;5 (+ On) (3.121) 
ee 
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这 里 我 们 已 令 z(r) = za (7) 十 n(7), 即 采 用 了 稳 相 近似 方法 , 且 在 第 一 行 到 第 二 行 
的 演算 中 采用 了 半 经 典 近似 , 而 So 由 (3.88) 式 给 出 . 
下 而 着 重 分 析 利 用 高 斯 型 积分 求解 前 置 涨 沙 因子 项 : 
0 和 35295 [zal | 
F(T)= D ex d7id727 (7T1 T 
=] pa o{- 项 | ,mdm (nm) nm) 


(= 一 于 ) Xcel (71) Szel (72) 


{ar (mS + es 站 二 人 


首先 , 作用 于 路 径 7 (7) 上 的 涨 落 算 子 
A= i + V” (xa) (3.123) 


它 具 有 正 交 归 一 本 征 态 , 设 其 完备 基 为 {pn (7)}, 即 
Apn = Mnpn, Pn (3) =0, 


I Pn (7) Pm (7) dT = nm. (3.1 响 ) 


< 
2 


将 涨 落 场 mn(7) 用 它们 展开 为 


二 vi》 Cnpn (7) ) 


有志 0 


则 完全 类 似 于 (2.85) 式 后 的 讨论 得 到 Dn(7) = N dc, 于 是 可 以 正明 


nz 之 0 
dcr， 于 外 nc dco dcn -3 》ncn co 
rerj 工 次 。 二 is TAX 
(3.125) 
这 里 由 于 0 = 0, 即 零 模 态 的 贡献 在 指数 上 消失 , 这 使 短小 的 入 沾 无 高 斯 衰减 
因子 ,所 以 整个 积分 都 会 发 散 ， 因 而 更 需 小 心 处 起 ， 江 多 问 题 的 从 间 平移 不 变性 
和 轨道 形状 与 瞬 子 的 中 心 位 置 无 关 , 故 纺 竺 涨 落 因 笛 F(T) 条 7 的 依赖 关系 平 
衡 掉 , 这 相当 于 场 论 中 的 正常 化 , 关于 由 的 招 际 见 下 二 外 析 . 
单 瞬 子 的 传播 函数 。 首先 表 质 绕 瞬 子 轩 道 的 展 吉 、 瞬 子 轨道 zs(7 - m) = 
atanh 人 一 70), 在 其 周围 的 量 纲 强 歼 为 
7 (7T) Wa 7)+n(T— 7e), (3.126) 
十 oo 
将 7_7m) 按 涨 落 2 ENfERSE《 集 fo ulr)} 展开 , 注意 到 (3.118) 式 ， | i 
So, 涨 落 算 符 人 的 于 Nb 儿 模 解 可 表示 为 


po(7) = /有 (3.127) 
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Z(T) 三 Ze(7 天 70) 证 Vi cnpn(T 70) 
n=0 


im . 2 
=ae(r TY ai mo) + ED apalr nh) 


n>0 


= 一 70 十 Ve) +t VR own 一 70 十 Yo) + O(MW, (3.128) 


Co~ 4 on. ~ 
若 进 一 步 计 入 半 经 典 近 似 主要 项 , 则 有 (人 
IN 


所 以 


a 


eS (1 + O(A)) (3.129 
将 以 上 结果 代入 (3.125) 式 并 进一步 代入 (3.121) 式 , 则 单 瞬 子 的 费 恩 曼 传播 函数 
为 


Kgila,—a;T)=(a|e -HT a) 


一 去 8 


| ft (-" 声 十 V7 pi 


(3.130) 式 左 端 下 标 1 表示 仅 考虑 单 瞬 子 的 贡献 . det/ 仅 考 虑 
非 零 模 贡 献 ( 即 已 经 正常 化 , 去 掉 了 奇异 ). 下 面 ee 


贡献 , 最 后 得 双 势 阱 中 基态 能 级 分 裂 
瞬 子 轨道 的 涨 落 分 析 ”定义 在 瞬 子 Ke 1 全 式 周 人 


A= ms +V (ze(r s+ NE 下 人 人 (3.131) 
取 两 端 固定 边界 条 件 ， AU) \ 也 称 为 涨 落 


KO 


(3.132) 
je .四 边界 条 件 


为 有 限 区 间 并 取 周 期 性 边界 条 件 , 则 解 为 离散 谱 . 4 为 厄 米 算 子 ， 


0 
| 
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其 本 征 态 集合 {yp,,,n = 0,1,…} 正 交 归 一 完备 . 
雅 可 比 场 是 沿 测 地 线 任 意 变 分 中 使 525 取 最 小 正 值 的 场 , 满足 给 定 初始 条 件 
的 如 下 雅 可 比方 程 (也 称 为 偏离 方程 ): 


全 的 = Ana(7), 


1 (3.133) 
(ma) = 0， 办 (ma) = 二 关 0， 初始 条 件 . 


偏离 方程 一 般 为 连续 谱 》 其 初始 条 件 办 ( - 工 ) = 0, 而 一 般 办 ( 工 ) 0, 仅 当 


EY (5) =0 (3.134) 
证 明 很 简单 , 做 运算 -7 : (3.132) 式 + en : (3.133) 式 , 消去 势能 项 , 得 
d2 
MI Pn = Pam ah = (入 一 Xn)Ppn7AN， 
对 上 式 积 分 得 
和 ad T\ 和 
(A— Xn) 区 drpn(T)NA(T) = "| dr (WPn 一 Pr 人 NM) = mn (3)%" (a), 


3her) 
上 式 两 端 仅 当 入 = 入 , 时 才 为 零 , 即 (3.134) 式 . 
涨 落 算 子 的 奇异 性 分 析 ”下面 将 它们 与 运动 方程 的 平庸 解 z0 Ng 及 其 周围 
涨 落 算 子 琶 本 
40 = -ms+ V (z0) = -m+ mw (3.%30) 
进行 比较 .40 即 通 常 谐 振子 算 子 , 其 本 征 值 恒 正 . 可 类 们 382) 戈 、(3A83) 工分 
析 相 应 的 涨 落 方程 


40wn(7) 二 和 ARWn (7)， wn ( 3 所 二 人 用 ) 一 0 (3.137) 
和 偏离 方程 


4 ya(T) = Ma(7), | y 3) = 以 - 3) ~ = 0. (3.138) 
那么 , 可 类 似 (2.109) 式 ~(2.11 笔 式 步 又 来 计算 两 径 荀 式 之 比 


Re 


de 氏 4 一 局 Yn 二 
SR es ls) 


n 


这 个 方程 左边 为 和 的 姜 纯 函数 , 单 零点 在 A, 单 极点 在 和 0, 右边 其 有 相同 性 质 . 且 
方程 两 边 当 入 一 oo 时 茅 趋 于 1. 对 于 和 复 平面 上 的 解析 函数 , 当 两 边 具 有 相同 解 
析 结 构 , 则 必 相 等 . 


(3.139) 
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(3.139) 式 中 令 入 = 0, 并 将 左 端 4 的 最 小 本 征 值 和 o, 抽出 搬 至 右 端 , 即 引入 


(3.140) 


其 中 , Xo 为 4 的 最 小 本 征 值 , 当代 一 co 时 最 终 趋 于 0, 对 此 将 在 本 节 最 后 给 出 其 取 


值 的 渐 近 表达 式 , 见 (3.151) 式 . 现在 先 分 析 wo (三) 与 (也 ). wo(7) 满足 (3.138) 
式 , 其 解 为 


yo(7) = 一 >sinhw 人 r 十 1) 


故 有 


w (5) = DsinhwT. (3.141) .从 
再 看 解 wo(7), 它 满足 (3.133) 式 , 则 CN 
| - 人 一 1) (r) =0 \ 
ma 2 anh = no(7) = 0. 


由 (3.127) 式 知 表示 上 面 方程 的 一 零 模 解 可 表示 为 
%o(7) = /a = 办 ) (经 ) sech? 人 "Ds 

0 0 了 一 
3.143 


注意 到 7 一 + 时 , 4 一 /0 = -mn 十 mw2, 所 以 (3.127) XS cs 


求 oo 与 po 的 Wronskian 归 一 常数 
W [po, Po] = po 加 — Popo wo 
， oe 
O 


可 由 上 两 解 线性 组 合 得 到 满足 偏 篇 方程 
加 (一 他 ) = 二 关 0 的 解 , 即 


(3.144) 


“7/290(7) +e ao 人 (3.145) 
因此 人 1 
m( 工 ) -2 (3.146) 


最 后 求 ho, 它 是 涨 落 方 程 的 最 低 本 征 值 , 且 要 求 当 了 一 co， xo 一 0. 


3.3” 欧 几 里 得 技术 , 瞬 子 积分 -113. 


考虑 使 825 取 最 小 正 值 的 雅 可 比 场 
47A(T) = AIA(7)， 


当 入 安 1, 则 
Ana(7) = Mo(7) + O02), (3.147) 


其 中 , mo(7) 如 (3.145) 式 为 雅 可 比 场 零 模 解 , 而 相应 偏离 方程 的 格林 函数 


G(r,7) = sO(r 7)(po(7)Go(7) ~ Pol7)po(7)). (3.148) 


mn) mn) + A| ar G(r ol) 。 WN 


二 mo(7) 十 二 全 大 dr (po(7T)Go(T’) -9o(r)po(r))7o(r)， “XK\、 
因此 
m(3) =m(5) 十 2 | dy'(e “3 到 50(r/) ~ es gol Ee 


x (e” go(7) +e- “go(7)) R co 


ed e gor(7") Xs XY 


1 


多 


T 一 oo Www pep cf 人 ar 
所 以 满足 me ( 工 ) = 0 的 信 为 AN 

pe 9 (3.151) 

最 终 将 (3.141) 式 、(3.146) .151) 式 代 No 式 得 

det 4 A 下 m 

a 、 i eol 到 (3.152) 
到 此 , 本 节 介 2 中 治 历 面 用 集体 坐标 法 处 理 零 模 问题 (m 作为 瞬 子 的 集 
体 坐 标 ), 另 一 方面 7 上 性 模 形成 的 行列 式 det' 4, 将 它 与 已 知 精确 解 算 子 的 det 40 
作 比 Q 来 分 析 , 最 终 问题 . 利用 这 一 方法 , 还 可 进一步 分 析 因 有 瞬 子 解 引起 的 一 

些 物理 现象 , 如 基态 能 级 分 裂 、 亚 稳 态 衰变 等 , 在 下 两 节 讨 论 . 
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3.4” 双 势 阱 中 基态 能 级 分 裂 问题 
平庸 解 的 量子 配 分 函数 。 当 分 析 保守 系 体系 基态 能 级 , 可 利用 虚 时 配 分 函数 


Z(T)= tr (e- 乞 】 一 ye La 6 (3.153) 
n 


对 于 双 势 阱 


mw? ,2 22 
Vs -a) (a>o0), 


下 面 用 路 径 积分 计算 虚 时 配 分 函数 : 从 
® 


一 z (rT)e—ESe[z(7)]. 
2 (7) L DO 


(3.154) < 
其 中 ， 人 
SE [x (7)] = | dT (Sm +V 中) 内 
由 5S = 0 得 其 极 值 (经 典 运动 方程 ) 
Ng 
—mz (7) 一 -2 (7) + a le oN 


ey 
此 方程 具有 平庸 解 (人 O 

Xe(T)=+a, Sp [ze a C2 (3.157) 
在 平庸 解 z。 = a 周围 的 涨 落 算 子 (525 x : 


d72 
A 


AHT| 一 ay) 


(3.158) 


Mo -ale * 


(3.159) 


3.4 双 势 阱 中 基态 能 级 分 裂 问题 


注意 到 谐振 子 的 配 分 函数 
Zn(T) =| azkrte T; 7, 0) 


区 
一 z( 元 PE) Eas (cosh wT 一 1)z? 
27hsinh wT 


< mw ) nhsinhwT | 
~ \2nhsinhwT/) \mw(coshwT —1) 


2sinh 齿 


人 / N liwuT 


A 
det ( -ma 十 mw?) 2sinh p> 


因此 在 双 势 阱 中 最 低 基态 能 量 (双重 简 并 ) 为 
B= de 


退 子 解 的 量子 配 分 函数 ”运动 方程 (3.156) 式 还 存在 很 多 具 这 缠 同 
的 非 平庸 解 , 它们 对 配 分 函数 的 计算 会 有 贡献 , 使 各 本 征 态 外 
态 能 级 分 裂 . 这 正 是 下 面 着 重 分 析 的 问题 . 人 


首先 分 析 上 节 讨 论 的 瞬 子 解 ， 它 是 满足 运动 方程 


((3.116) 式 ) 0) QC 
(r -fo 
Ze(T) = +atanh 之 
过 (位 


其 相应 作用 量 (如 (3.118) 式 ) 


SE [ze(7)] 


令 Ki 表示 单 瞬 子 解 


(a| oe iHT| -0o) = (-a|e-iHT |a) 


=N | Dz(r)e iSe[z(7). 


(3.164) 
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在 瞬 子 解 背景 下 的 涨 落 方程 
2 
Ano(7) = [- ms 十 me (tanh? er 3 1) mr) = 一 0. (3.165) 
具有 非 平庸 零 模 解 
m(r) = je(7) = 地 sech? (7 — m0) (3.166) 


这 样 ， 本 瞬 子 中 心 坐 标 m (集体 坐标 ) 表达 零 模 解 对 Ki 路径 积分 的 贡献 , 另 
一 方面 利用 全 来 计算 涨 落 算 子 4 的 非 零 模 部 分 对 路 径 积分 贡献 , 即 


_K! (a ale™ iHT | a)1 _50 要 dco det (— ms + mw?) ~ 
ey 000 -dr 
Ko (ae kHT | Q)0 一 到 2 det A N 
和 _So nk So 雪 3 《\ 
-=Pg-1 (= ) |, 人 、 
271w _so 
人 ) ee .167) 


瞬 子 对 的 传播 函数 el ete (3.15 
可 能 存在 很 多 有 具有 相同 边界 条 件 的 非 平庸 解 , 例如 , 反 瞬 子 - 瞬 子 Ne SS 
w(T — T0) 

2 


ze(T) = a2tanh tanh < — 0 D> 


其 中 , m 为 瞬 子 解 中 心 位 置 , 元 mmo ago > CD 


3.4 双 势 阱 中 基态 能 级 分 裂 问题 -117. 


注意 到 瞬 子 特点, 其 举 标 z(7) 在 长 区 间 | - 3, 也] 中 都 处 在 +a 的 位 置 , 仅 


人 瞬间 由 -a 跳 到 a. 如 图 3.9, 当 o 泡 区 古代 这 几乎 没有 丢 加 ， 这 时 
称 其 为 稀 浒 气体 近似 . 在 这 种 条 件 下 , 反 瞬 子 - 瞬 子 对 对 应 的 费 恩 曼 传 播 函数 可 表 
示 为 

| 6 一 a)2 

=(a|e xH(E-n) | -ai(-a|e Hn+) | oy, (3.169) 
另外 可 将 平庸 解 的 (3.157) 式 贡 献 表 示 为 


Ko=(~ale HT| - gyo 


Ea 


=(-ale RH(S-n)| 0)o(-ale Hn+E)| a)o=A.B. (3.170) 
上 两 式 对 比 可 得 
De Bole | = Bd ale Heo); 
让 EE TRKo. 


0 等 式 的 推导 ， 权 本 四 子 可 7 的 出 现 , 是 由 于 我 们 采用 了 稳 薄 气体 近似 


注意 到 - 工 < 是 而 考区 二 .省 卫 贡 疝 应 时 是 和 二 在 对 所 存 各 所 求 和 也 涉 


及 对 这 些 位 置 的 积分 有 由 于 被 积 丽 数 与 76,T4,70 的 位 置 无 和 考 主 到 难 反 瞬 子 梳 
子 的 中 心 坐标 位 置 的 积分 


Tb TO 1 fe rTe 名 2 
| dn| d7l = 到 | | drodT7ion pI (3.171) 
Ta Ta Ta Ta 


因而 得 到 以 上 结果 . 

多 瞬 子 的 传播 函数 ”下面 进一步 分 栖 ” 个 反 晓 芭 - 瞬 子 对 他 贡献 , 由 于 各 反 瞬 
子 - 瞬 子 对 的 中 心 位 置 是 任意 的 , 所 以 有 
€ -ji Ko . (3.172) 
在 稀薄 气体 近似 下 , 即 忽 略 绑 有 反 枫 好 对 竖 子 间 的 相互 作用 , 则 考虑 多 重 反 瞬 子 - 瞬 子 
对 的 贡献 后 , 完整 的 费 恩 归 申 为 


KE > Fon = coshRKo= 人 (ee +e ®) 
n=0 


人 一 者 wo 工 —R 
= Ne (et +e-®). (3.173) 
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由 于 多 重 反 瞬 子 - 瞬 子 对 的 影响 ， 将 造成 基态 能 级 分 裂 , 对 于 最 低 两 能 级 的 分 裂 
结果 为 : 基态 为 对 称 态 |+), 没有 节点 , 基态 能 量 


有 到 
Se (3.174) 


2 TT 
第 一 激发 态 为 反对 称 态 |--), 其 能 量 


hw hhR 
忆 = 辽 上 本， (3.175) 
故 由 于 隧道 效应 引起 双 势 阱 基态 能 级 分 裂 为 
人 五 = 2 = daw(2mfiw)#e- 罚 . (3.176) 


显然 由 路 径 积分 稳 相 近似 得 到 的 结果 与 通常 量子 力学 WKB 近似 的 结果 (3.88) 式 
相符 合 , 但 需要 特别 强调 的 是 , 这 里 考虑 了 多 重 瞬 子 - 反 瞬 子 的 贡献 , 故 更 精确 . 


® 


3.5 亚 稳 态 的 衰变 人 、 


要 作用 的 另 一 现象 亚 稳 态 的 衰变 . 


陪 穿 效应 的 路 径 积 分 we (DD 


设 势 V(x) = Sm 一 3 其 形状 如 图 3.10(a) 所 示 ， 并 有 NE 必 
OO 


(1) Vz) "oY 证 


mw? 2 
一 Jz?, 其 极 值 点 : 0，z1 = a = 3% Ww = V(z1) = 


入 
“O 


3.5” 亚 稳 态 的 衰变 .119. 


(3) Y (+) = mw? -207. 


显然 x = 0 点 为 势 的 极 值 点 , 但 并 非 绝 对 极 小 , 如 图 3.10(a) 所 示 , 由 于 量子 隧 
道 效应 , 粒子 有 一 定 概率 离开 势 阱 跑 到 z > a 点 , 对 此 可 用 路 径 积 分 稳 相 近似 来 计 
算 其 衰变 率 . 为 方便 , 采用 Wick 转动 将 路 径 积分 转换 到 实 欧 空间 , 分 析 欧 氏 空 间 
上 的 配 分 函数 , 如 同 3.4 节 {3.154) 式 


2GZP(Z) 一 tr(e- 二 ET) 


= 也 dr 二 22 十 V(z 
-|pzoy 人 (3.177) 


经 典 哈密 顿 主 函数 ”由 6S = 0 得 在 颠倒 势 (图 3.10(b)) 的 经 典 运动 方程 
mz 一 V'(z) = 0, 即 


® 
mi — mw?z + ur? = 0, (3.178) \ 
其 初 积分 为 人 、 
J 


Fm = V(x) + const, 79) 
取 满足 在 x = 0 点 , 动能 = 势能 =0 的 解 , 即 (3.179) 式 const=0. ) 


eae 0 
SS 


故 得 非 平 庸 解 


Q 


cosh? g(t — 70) S(T 一 人 CP Gu 


这 相当 于 在 类 倒 势 中 经 典 运动 的 回 弹 解 Os 只 
~- 0， 


T = 
今 4 T= 二 7 二 
3 


zc(T— 70) = 


其 平移 零 模 ( 即 满足 ; 


awsinh $ (7 — 70) 
(一 站) = 一 一 一 一 和 一 一 ， (3.182) 
dr “ cosh3 (7 — 70) 
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易 验 证 满足 : 本 2 二 V(xe) , 很 容易 求 出 


TT 
SE(ze) | dr( 字 吉 十 V(ze)) = m| dr22 
_ 工 区 
sinh2 2(r —70) 8 
=2a2w2m | dr = —mwa?. (3.183) 
0 cosh’ 537 7) 15 


量子 涨 落 分 析 ”6825 的 本 征 方程 ( 涨 落 方 程 ) 为 


(mV) me D000 


所 以 , 利用 稳 相 近似 可 将 (3.177) 式 改写 成 


TT 
1 一 过 3 drn(7) (mds +V” e T 
Zs(T)=e koe) | Date wis ape ee) er 
-一 一 和 一 -ESs(zc) (1 4+ O(A)). (3.1 而 ) 
det (一 mm 


和 (zo)) 
经 典 解 的 稳定 条 件 要 求 , 将 回 弹 解 (3.181) 式 代 入 涨 落 方程 ) 


(- mm pi V “(ze) jy = M(t), 


x 
d2 mw? a 

ma +m -3 一 一 一 -一 . 

0 


令 z= 人 一 70), 则 (3.187) 式 可 化 为 O -人 
2 
( ms +4 7 y(z Ee 2 (3.188) 
这 正 是 具有 Poschl-Teller 势 的 蔚 方程 ， SN 士 co 处 , 势 指数 衰减 为 零 ， 
故 方程 (3.188) 式 具 有 离散 谱 号 连 韶 谱 ( 见 本 节 司 险 录 ). 另外 , 可 将 (3.187) 式 写 为 


d2 
[ms y(2) =0, €£= -4 1=3. (3.189) 


该 方程 具有 三 个 离 伐 闸 即 


mw?, (3.190) 
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点 . 另外 具有 连续 诺 “ 
M=mw i +k, k?2>0. 
前 面 曾 指 出 经 典 运 动 方程 的 非 平庸 解 ze(r) 对 时 间 的 导数 (7)( 见 (3.182) 式 )， 

即 为 涨 落 方程 (3.187) 式 的 平移 零 模 解 : yo(r) = ze(r), 满足 

d2 2 

一 Mo 二 mw 一 3 一 一 一 一 一 一 fF} 0; 

dr? cosh? (7 一 70) wot?) 
如 图 3.10(c) 所 示 , 此 零 模 解 yo(7) = ze(r) 在 7 = 7o 处 有 节点 , 这 表明 方程 (3.187) 
还 存在 能 量 为 负 值 的 无 节点 的 解 , 即 如 (3.187) 式 和 _1 = me 的 本 征 态 


人 CN 


需要 注意 的 是 , 由 图 3.10(a) 中 势 的 形状 看 出 , 势 侄 穿 透 将 使 原 居 阱 底 的 态 变 得 不 六 
再 稳定 , 涨 落 方程 不 仅 具 有 零 模 , 而 且 有 负 模 , 可 类 似 本 节 对 多 重 反 瞬 子 - 瞬 子 对 
路 径 积分 影响 的 讨论 , 分 析 多 重 回 弹 解 瞬 子 解 的 影响 . 现在 涨 落 算 子 (3.187 式 ) 


2 
2 ey 


d2 
A= -m+ mw 一 一 一 一 
dr cosh? 2 2(r — 70) 


det4=0, 将 去 掉 零 模 的 det'4 与 了 一 oo ee 


40 = ms ps mew? Re 


比较 , 计算 
(于 OO 


人 (宝生 
/0 所 有 本 征 值 恒 正 , 4 有 有 零 模 ze(r)， “©) (多 aa K 的 量 纲 
信人 -1. 由 于 多 重 回 弹 瞬 子 的 存在 , 使 
Zp(T)=e To/? 0 >; | drn-1 OR: oo) 


eT 
似乎 回 弹 瞬 子 只 对 能 量 So = 一 Ke-5, 实际 由 于 det'4 中 含有 负 模 , 系 
数 是 虚数 . 


因此 计算 出 的 基 油 能 量 Bo 有 虚 部 , 而 此 虚 部 正 决定 了 态 的 衰变 率 , 即 


T=2ImEo — 2hKe-*. (3.191) 
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附录 : 具有 Poschl-Teller 势 的 薛 定 请 方程 解 
共有 Poschl-Teller 势 的 薛 定 刘 方 程 


d2 71( 十 了 1) 
[ms 十 十 


|w(2) =0 


cosh2 z 


(3.192) 


为 广义 Lame 方程 的 极限 情况 . 在 二 oo 处 势 指数 衰减 为 零 , 具有 离散 谱 与 连续 谱 . 


离散 谱 本 征 消 数 在 +oo 处 衰减 为 零 ,是 平方 可 积 解 , 可 将 它们 表示 为 
W(z) = (cosh z) ix(2). 
令 5= sinh?z, Xx() 满足 下 列 形式 的 超 比方 程 
(+ Dx +|4-06- 训 宇 -54G+Dx=0 


其 中 ， 
€=—(l—n), n=0,1,...,l—1. 


连续 谱 可 表示 为 
€=k, \ 


be(2) = et P(N), 7 = tanhz, 办 
其 中 , Pln) 满足 如 下 形式 的 雅 可 比方 程 ; | OO 
(1— 四 935 十 (2 这 一 2 向 P+ 50 十 1 


\®, 
2 
其 解 为 ! 阶 雅 可 比 多 项 式 
P™- Wat oc 
由 (3.195) 式 可 知 有 /一 1 个 束缚 态 解 . sy A * 


(3.193) 


人 


SS 


SS 


1. 设 势 能 V(z) 在 转折 点 附近 芍 纺 乌 慢 是 芽 线 性 逼近 ， 和 Aizy 函数 ， 


与 WKB 波 函 数 比 较 , 可 以 和 
连接 条 件 (3.43a) 式 和 
2. 在 无 限 高 势 垒 的 势 3.11), 请 用 WKB 方法 计算 束缚 态 能 级 的 量子 化 条 件 


下 di @ 十 3 ah 


和 兮 三 阶 Bessel 函数 n(x) 与 于 (z) 光滑 连接 , 并 请 导出 


习题 3 . 123. 


图 3.11 


3, 请 求 出 在 双 势 阱 V (zx) = ie 一 02)? 中 零 能 的 非 平庸 解 , 分 析 其 特点 并 计算 其 作用 量 ， 


4. 请 计算 双 势 阱 中 的 基态 能 级 分 裂 问题. 从 


4 
5. 请 求 出 满足 涨 落 方程 


d2 2 3 
一 一 > 十 ww (lo )| pr 三 和 Ph， 
| d7” 2 cosh? ) 


ee(- 下 =o=w 人 (下 


其 边界 条 件 为 


的 零 模 解 ， 


人 
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4.1 微 扰 级 数 展开 的 基本 理论 , 一 维 6 函数 势 问题 


量子 理论 中 的 微 扰 方法 在 路 径 积 分 中 很 容易 实现 . 路 径 积分 的 微 扰 展开 多 是 
基于 费 恩 曼 核 或 传播 函数 进行 的 , 费 恩 曼 引 入 的 费 恩 曼 图 技术 为 路 径 积 分 的 微 扰 级 
数 展开 提供 了 清晰 的 物理 解释 , 在 现代 量子 场 论 中 得 到 广泛 应 用 . 而 且 利用 微 扰 级 
数 的 无 穷 求 和 有 可 能 得 到 确定 的 结果 , 这 也 正 是 路 径 积分 的 微 扰 展开 与 通常 量子 理 
论 中 常用 近似 方法 的 重要 区 别 . 本 节 对 此 仅 作 初步 介绍 , 主要 介绍 在 非 相对 论 量子 
力学 中 的 应 用 . 

微 扰 级 数 展开 考虑 如 下 一 维 动力 学 体系 , 将 势 分 解 为 两 部 分 , 即 


U(x) = Vo(z) + aV(z) ， 


其 中 , 势 Vo(z) 为 可 精确 求解 部 分 , 而 a 为 小 参量 , 这 样 可 将 有 关 微 执 部 分 V (eu 贿 
处 理 按 耦 合 常数 a 的 容 次 展开 . 体系 拉 氏 量 为 


L= 豆 六 V(r) ~ aV(z) = Lo—aV (zj 把 


其 中 , 假定 精确 可 解 部 分 Lo 相关 的 费 恩 曼 传播 函数 Ko (最 , 瓜 ; 及 妃 ) 忆 知 注意 到 
a 是 小 参数 , 则 整个 体系 的 费 恩 曙 传播 函数 ( 费 恩 曼 话 ) 全 


Th i S i wy ) 
Dz (t) exp {| "| 4 和 | oxp 全 的 air 


ta 


K (Zo, to; Xa, ta) =| 


I 
ia 


= Ko (xo, bffia,to) + 【有 RN Rn (To tb; Toa, ta), (4.2) 
n=1 SS 


其 中 ， 
1 [ b te i ts 
人 Dz (t) ( dt] exp 全 | dt) : (4.3) 
a ta 


a Jz ta 


其 中 ,Ko (zo ti ro 如) 入 表 未 受 扰动 的 费 恩 曼 传播 函数 . 为 简单 起 见 , 本 节 着 重 分 
析 相 当 于 自由 粒子 体系 的 微 扰 展 开 , 即 Lo = jm 用 Ko 代表 自由 粒子 的 费 因明 


4.1 微 扰 级 数 展开 的 基本 理论 , 一 维 5 函数 势 问题 * 125 . 


传播 函数 , 即 


起 
dt 于 z(t) 


Th 村 
Ko (xo, to; Ta, | Dottet |. 
z 


a 


( 7 由 i m (z5 一 ca) 
一 Eh2 


二 这 本 9 


其 中 , zj = z(tj), zo = ZayZN+41 = Xb; 了 三 刀 一 to. 现在 处 理 (4.3) 式 中 的 展开 项 . 


首先 ~ 
et NO 
1\YZb) Lb; Ta, ta 


Th 网 t tp 
| DztOetseeo | dty(z 
Ta 


a 


Rt N 工 得 2 
Som (9) 二 lame 类 产 dtpV (Tk, 大) 0 
= Jim | dz | dts(N(e))s ja uc 必 
x(N(O) 3 | ace ‘drNe 5 SS XY 
| dzk 上 dtr Ko (zo, to; Tks tk) V (Tr, tr) Ko cf 人 S (4.5) 
Cu 
按 此 做 法 可 以 类 似 地 讨论 高 阶 项 , 但 要 注意 算 子 妨 时 六 则 钙 ,从 


( dtV (z(t), 9】 Re 
「 dt | dV (z, DV EN 


| dt | dt’'[V < ,tO -t+ V(r, V(t —t) 


(x,t)O(t — V(t 


_2 | dt | dtV(zbv(e tn， (4.6) 


to to 
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hts 
即 运算 中 要 始终 保持 t， > t > t > ts 的 明显 时 序 . 于 是 

tp 人 tp 
K2 (zo, to; Za ta) = 引 | Dz(t) 中 dtylz ek Jta dtLo 

ta 


一 中 中 Dz(t)V(z,t)V (x, t ek lte diLo 
ts To 


3—1 
3 点 公 2 (zi+1 一 Z0) 
x(N(e)) 坪 | ei on 


: 和 网 ~ 
六 本 ) 
XV (zx, tr)(N(e))s ja Si dzp_1e™ 2 itl 2 Rea 
l 六 
=| | dt | ds Ko to 本 本 Yo 
ta ta 


x Ko (zy, tj; Tks tk) V (Th, tk) Ko (xk, tk; Ta, ta) 


_ 》 
to tj 
=| a | ojeaaeareoareoatf ey 
ta a SS 


类 推 到 高 次 项 , 有 


C 

4 

人 ee XO ve 

= [ i [ 二 [fh (4.8) 
子 


将 经 过 上 述 处 理 的 诸 式 代 入 (4.3) 式 , 但 要 注 级 数 展开 项 的 


时 序 本 身 引起 的 因子 nl 相 消 ,并 且 交 换 清 孙 积 2 先 时 间 科 到 顺序 后 , 得 
(xo, to; Ta, ta) 2 1 un 


三 
-V(r T i 


a 和 人 | | arar pk dz1 


| 


x % je nC—1)...V(z1)Ko(1,a), (4.9) 


其 中 ， 
Ko(j,i) = Ko(zy, ty; Ti, ti). (4.10) 


4.1 微 扰 级 数 展开 的 基本 理论 , 一 维 6 函数 势 问题 1 


这 样 展 开 的 每 一 项 都 有 物理 解释 , 它们 可 用 图 4.1 表示 . Ko 代表 未 受 扰动 的 
传播 子 ; Ki 代表 粒子 由 (zo,to) 传播 到 (zl 与 ), 在 t= 处 过 到 扰动 V(z1), 再 传 
播 至 (ze, 如); Kz 则 代表 粒子 由 (zo,to) 到 (ze, 刀 ) 的 传播 过 程 中 , 先后 在 z1 和 za 
处 受到 两 次 扰动 V(z1) 和 V(xz2); 如 此 等 等 . 

在 图 4.1 中 , 时 间 演 化 方向 由 底 向 上 传播 , 直线 代表 粒子 的 自由 传播 函数 Ko， 
而 线段 的 折 点 代表 相互 作用 顶点 二 区 且 对 每 个 顶点 出 现 一 对 空间 及 时 间 的 积 
分 ， 


(325 加 ) (2 ts) (2 to) 


(Bs, t,) (zs t,) 
Ko ta Wa ta) Ki(za. 四 ao t,) 


图 4.1 
这 样 , 体系 的 整个 费 恩 曼 传播 函数 可 表示 为 


EK (zo, to; Zote) eK0 (zps to rasta) 二 SC ea (4.11) 


此 展开 式 可 表示 为 含 UV = -er 的 形式 


(4.12) 


K (zs, 


因此 ， ES 而 足 如 下 积分 方程 (Bethe-Salpeter 方程 ): 
tp; Ta 


)= Ko (zo, to; Ta,ta) 一 3 | ddtKo (zp, to; 7,t) 
xaV (r,t)K (r,t; xo, toa). (4.13) 
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EE A A 


该 方程 也 可 用 图 4.2 表示 . 


二 
4.2 


其 中 , 双 线 代表 包括 所 有 相互 作用 效果 的 整个 传播 函数 K, 单线 代表 自由 传播 函数 
Ko, 而 双 线 与 单线 闻 的 连接 点 代表 相互 作用 . 

对 于 拉 氏 量 不 显 含 时 间 的 保守 体系 , 传播 函数 K 仅 依赖 时 间 差 了 = 如 一 如 , 因 
而 将 格林 函数 KK(z6, zai7)6(T) 作 傅 里 叶 变换 , 可 获得 依赖 能 量 的 格林 函数 


Ws | dTek TK (zo, za, TO(T,) 
Oo 


=| ar| Dz(et|, es 4 (人 
0 入 AN 


一 Go(zb, Ta; E) 十 2 ( -站 ) On (Xo, Ta; E), 以 
其 中 ， 
Gun(zb za; E) 一 | Toc BTV Gas; (% 
j=0 j=1 


注意 在 (4.9) 式 Km 的 表达 式 中 , 需要 对 中 间 坐 标 和 时 间 都 作 积分 z 面 纵 met 


变换 后 , 在 (4.15) 式 中 仅 需要 对 中 间 坐 标 积分 . 总 
一 维 5 函数 势 ”到 此 , 已 对 路 径 积分 的 微 扰 级 数 展开 AS 
一 维 5 函数 势 为 例 再 进行 简单 讨论 . 此 时 , 体系 的 拉 氏 量 OO 


L= Sma? 一 ab(z OO 
自由 粒子 传播 函数 Ko 为 
和 2 
五 0o(Zo to; Xa, ta) = h(tn ta) “lg -3 } , 


相应 地 一 维 自由 粒子 的 格 


(4.16) 


Go(zb Za; BE) = [zs — zal}, k= em Imk > 0. (4.17) 
容易 验证 它 满足 自 的 点 源 非 齐 次 运动 方程 
m d? 
(B+ FT), zo;E) = 6(x — zo), (4.18) 
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其 健 里 叶 变 换 恰 为 自由 粒子 传播 函数 有 K(x, za;T)B(T). 将 (4.17) 式 代 入 (4.15) 式 
并 完成 对 坐标 的 积分 后 , 得 


Gn (To La) E) = G0(zo, 0; 五)9o(0， Ta) E) [9o(0， 0; E)]” (4.19) 
=(2E) Pp{iz(lesl + leal)}, 


再 代入 (4.14) 式 得 


9(zo za; E)=00(z6, Ta; E)+ > (-#) Gn (To, Ta; E) 


时 1 0 
/NY iklzo—zol ik(|z6|+|zal) 
| ° 下 (二 同 > 万 V3 号 ) ° 


莫 三 


1 —1 
We Ni ik|zo—Za am ma ik(|ze Es 
(2) ( V 2E | 人 
当 a 取 负 值 , 则 上 述 格林 函数 有 一 极点 , 位 于 


2 
mA 
De | 


正 是 负 5 函数 势 体 系 的 唯一 束缚 态 , 这 与 通常 量子 力学 计算 相同 , 且 岂 (4.20) 仿 吻 


mlal 


veo- (a) exp {lz 上， a<t (4 汉 ) 


4.2 ” 非 谐 和 振子 的 微 扰 展 开 , 基 邦 情 缚 好 人 改 扩 拒 3 


谐振 子 势 为 背景 的 微 扰 展开 “用 路 系 细 分 代数 扰 展开 , 关 可 利用 费 恩 曼 图 帮 
助 分 析 这 些 在 量子 场 论 中 已 得 到 广泛 出 用 . 4. 莉 节 着 重 分 析 之 以 自由 粒子 为 背景 
的 微 扰 展开 , 本 节 以 非 谐 和 振子 为 例 , 介 绪 凡 谐 六 子 热 浴 从 景 的 微 扰 展 开 , 重点 分 
析 其 基态 能 级 的 微 扰 展 开 , 通过 皮 例 进一步 掌握 路 径 及 分 微 扰 展开 特点 . 
谐振 子 能 谱 恒 正 , 为 使 让 算 广 区 明 显 收敛 , 采 济 欧 儿 里 得 技术 , 即将 时 间 参 量 
作 解 析 延 拓 


这 一 T， 
使 路 径 积 分 具有 正 驳 本 分 测度 . 
设 体系 拉 氏 量 i i 
五 一 2m 2 看 9， (4.23) 
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其 中 和 为 小 参量 . 计算 体系 在 欧 氏 空间 的 费 恩 曼 传播 函数 


KE(qs, To; qa, Ta) = (gple— KA)|go) 
=N| Da(r)e #1 ar (dme(r) ?rimeg+ 人 i) (4.24) 
da 
(4.24) 式 中 工 = 7% 一 74, 由 于 有 gt 项 , 体系 不 再 能 精确 求解 , 为 此 需要 对 和 小 参量 
作 微 扰 展 开 : 
加 和 1 全 
Kal niger =N | Da(7) (4 41 | oj 


xe- 直 Ja dr(md(r) + 二 mewso2) OA?). (4.25) 


为 分 析 体 系 基态 结构 , 需 计 算 配 分 函数 的 虚 时 路 径 积分 : NO 


Zs(T)=tr(e iT = | an [aoas(o, — qb) KE(gqo, To6; qa, Ta) 
| Da(7)e * T dr($md(7)?+#mw?g2+q!) 
q(0)=a(T) 
入 诗作 2 
Da(7) {1-75| dr (7)+ OO) 
q(0)=a(T) 4 万 Jo \ 
~ -i lma(7)? + Lmew?g? 加 心 
P Jo T 3d T TO gq OO Q 


Sa 


Nb 
=Zo(T)+< 一 一 二 | drg (r) > +0(\ 
41! 无 Jo 


式 中 , < > 代表 以 谐振 子 为 背景 权重 的 统计 平均 值 ， 


< f(g(7)) >= | CC 人 
其 中 SN 
0(72 7) ; 


源 壳 函 分 析 技 术 , 即 研究 在 外 力 场 中 谐振 子 的 配 


分 函数 : 
Z [J(7) Da(7)e™* Te dr (Jmg? + 3mw?g—J(r)g(7)) 
0)=g(T) 


= | Da(7)e™ ks%[a()], (4.28) 


FS 
5 
© 
2 
So 
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称 为 格林 函数 生成 泛 函 , 将 它 对 外 源 J(7) 作 一 次 变 分 


于 人 |™ (= i dr6(r — 7)g(r)e™ Sla(n)) 
= | Dg(z)g(ri)e- 去 38 (4.29) 
82217(7)] _ 1 a 
Bj = | Del etn)alm)e ia (4.30) 


推广 到 举 标 任意 函数 f(g); 
/ | 2 = | petpye-isge (4.31) 
于 是 (4.26) 式 和 (4.27) 式 中 微 扰 项 的 计算 可 表示 为 


< f(gq(7)) >= fn 总 | ZU- 0 KK 
生成 泛 函 Z[J] 的 计算 ”现在 回 到 本 节 问 题 的 关键 , 即 (4.28) 式 中 格林 函数 


生成 泛 函 2Z[ 的 计算 . 按照 2.3 节 计算 在 外 场 中 谐振 子路 径 积分 的 做 法 有 
相近 似 将 3[J] 在 经 典 轨道 周围 展开 , 即 
OO 


7 芭 7)e- 去 3 直 [e( AN 

ZJ 人 Da(7)e-#S#l 
=F(T)e-#S%[ac(7)], Na (4G3) 

其 中 , 量子 涨 沙 部 分 是 Oe 

fey 


F(T)= Zp(T) = 一 丽 
2 sin x 他 ot 
2 


它 与 无 外 源 谐 振子 相同 . 这 里 (4.33) 式 


SS 
S8[ec(7) 一 ds el mew? dc 天 \ 四 外， (4.34) 
其 中 , gu(7) 满足 下 面 欧 所 双 
mm (7) =0, 4g(0) = a(T)=0. (4.35) 


为 找 其 解 , 可 引入 谐 林 函 数 G(7), 它 满足 


m (各 —w? G(r)= -6(7), G(0) = G(T),G(0) = G(T) (4.36) 


d72 
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而 T 
gal(7T) = | dr'G(r — 7 )J(7). (4.37) 


将 (4.37) 式 代 入 (4.34) 式 , 有 
$4 -| ur (- Sm Bb 52gu 过 oy 
-3 arr 人 
一 -3 中 aarvmec 7')J(7'). (4.38) 
再 代入 (4.33) 式 , 有 


ZJ = F(T) exp 售 |arar' ne "zr)} . (4.39) 


非 谐 和 振子 的 基态 能 量 。 下 面 来 分 析 (4.26) 式 , 计算 对 非 谐 和 振子 基态 能 
的 一 阶 修正 ， 为 了 计算 方便 , 对 称 地 分 析 初 末 态 , 即 取 时 间 间 隔 为 (了, 然后 


再 令 了 一 co, 此 时 格林 函数 满足 


对 上 式 两 边 同 时 作 傅 里 叶 变 换 , 得 


dk 1 
G(7,7’) = 二 | 3 必 


将 以 上 结果 代入 (4.26) 式 则 有 NS 
P Q 
-人 ;| i 1 SS +t). (4.41) 
上 式 第 二 项 中 , 在 对 Z[J] 取 , 令 J= nS SB J] 中 仅仅 对 于 按 了 展 


开 的 四 阶 项 有 贡献 , 即 


一 天 (人 J(T)G(T,T jr)] 


项 cs 由] 


=F 十 。 es [1G1272|[J3G34a7al ) 


天 
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其 中 , 仅 第 三 项 对 Z、(T) 的 计算 有 贡献 . 这 样 代 回 (4.41) 式 得 


入 1 


Za(T) = F(T)— Ta 


[Es [SS [mnGla.P][aGaaJly=o+TO(O2 (4.42) 


一 二 | dnid72(6(T — ni)G(n, 72) (72) + Tn)G(n, 72)6(7 一 四 
(| 


ee/ Cee ee | anzm el 7) 


和 ® 从 
类 似 可 推出 KR 
J1G12J2][J3G3474] = AG(7, 7)? 
(总 ) [J1G1272][J3G34 4] = 41G(7, 7)2. 
因而 由 (4.40) 式 可 算出 
Gn)= 记 | Dr 和 


Z\(T)=PF ( 一 i 一 o0%)) x (444 


而 基态 能 量 。 (人 
Eo= 加 寺 In Z\(T) OO 
dt 


= lim | 一 十 
To 人 2m2 


故 得 


二 者 一 致 . 
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4.3 多 点 格林 函数 与 生成 泛 函 ,Wick 定理 
多 点 格林 函数 ”格林 函数 在 量子 场 论 中 具有 广泛 的 应 用 , 并 已 形成 系统 成 套 
的 方法 . 这 套 方法 在 非 相 对 论 量子 力学 、 凝聚 态 物理 等 得 到 广泛 应 用 , 并 获得 丰硕 
成 果 . 这 里 作 简单 介绍 . 
在 海 森 伯 绘 景 中 , 场 算 子 


£(t) = ekAts(0)e- At (4.47) 


Z(t) |z,t)p = |,t) pp: (4.48) .从 
为 简单 起 见 ， 设 哈密 顿 量 六 不 显 含 时 间 4 则 人 (N 
[vd = ei |e)s. 


为 简化 符号 , 在 本 节 以 后 的 讨论 中 省 去 |z,t)y 的 下 标 五 . 在 固定 时 刻 也 stop 
成 正 交 归 一 完备 集 : 


其 本 征 矢 为 jz, 轨 六 满足 


(z,t|z’, 四 三 6(z 一 2)， 
[ES t)(z,t| =I. Ce 
NS 
费 恩 曼 传播 函数 : (De 
K (zo, to; Za, ta) 一 (Zb tolxa, ta SE 人 


-| D (4.50) 
下 面 来 讨论 格林 丽 数 . 定点 格林 机 SN < 划 : 
(zo, 妇 | 公 ( 
-|d < 个 t;) (x2, ty| L(t;) [21, ty) (T1, ty| Ta, ta) 
-| To, tel zx1,t;) 《Z1， t;| Bata (4.51) 


选取 时 间 区 间 使 tf; 为 第 7 时 间 点 , 将 其 中 (zo,to|z1,tj) 与 (71, 刀 |zasta) 都 用 路 径 


4.3 多 点 格林 函数 与 生成 泛 函 , Wick 定理 ,135 . 


积分 表示 后 , 得 


(Te, to| Z(t;) |za, ta) 


a : Dz(D Pa wie 全 | 二 )} (4.52) 
-| Dz(t)z(t;) exp 全 上 dt (3 一 2 一 Ya)} 
-wD z(t)z(t, )oxp 1 sel }. (4.53) 


两 点 格林 函数 定义 为 (zs 如 TB() 人 (ta)] |za,ta) ,这 里 T 代表 时 序 算 子 . 首 
先 设 > to, 则 


(Zo, to| T [Z(t1)2(t2)] Iva, ta) = (zo, to| S(t1)2(t2) |za, ta) (4.54) 


六 | dd es i 
= [driarar (zo, to| T1,t1) (1,t1| x2,t2) (T2,t2| Za, ta) 


z(to)=7o 
-N| dzidzaZ172 | Dz(t)er sis(d) Se 
Z(tl) 一 Z1 
2(b1)=01 z(t2)—z2 \、 


x | Dz(t)ek Sz(0) | Dz(t)eiS(z(t) 
(t2)=Z2 wm(ta)eT 


当 于 对 所 有 的 路 径 积 分 . 而 在 两 个 中 间 位 置 分 别 作 用 za - 


此 表达 式 由 三 个 路 径 积分 表示 , 第 一 个 由 初始 位 置 ze 到 达 7 人 ER 
它 到 达 第 二 个 任意 位 置 z1, 最 后 到 达 终 点 zw. 当 对 两 个 中 | a 


(To, to| TIZ(t1)£(t2)] [es ta) 
-x ng (t1 > (4. 56) 
Z(ta) 一 Za 
类 似 地 ， 也 可 计算 t。 > 时 的 情况 ,最 各 志 沙 狼 相 局 SS 册 此 ， 对 所 有 时 间 都 有 


ta tli,to tp RN 
T(t6)=ze 


(zo, to T IZ(t1)2(t2)] 雹 Dz(t)z(t1)z(t2)ek Se), (4.57) 
或 者 说 路 径 积 分 可 HE 


以 上 分 析 可 推 点 格林 函数 的 情况 ; 


T(to)e2s ” 
(zos to| TI2(t1) :2(t1)] |zo, ta) = ~| ; Dz(t)z(t1)... z(tr)er Sie), (4.58) 


ta) 一 Za 


入 
NO 
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格林 函数 可 用 于 各 种 物理 过 程 , 特别 是 对 于 散射 、 衰 变 等 过 程 . 通常 假定 相互 
作用 绝热 渐 近 引入 , 然后 再 渐 近 撤销 , 且 不 会 破坏 能 量 动量 守恒 . 
例如 , 对 于 保守 体系 , 将 始末 态 都 按 哈密 顿 量 广 的 本 征 态 展开 , 即 


(xo,tolzasta) 一 (zole kA(to-to)|y,) 


= (zole iA-to)|n) (nlze) 


= De hen tpn (ro) (zo), (4.59) 


假定 当 如 一 -co 时 体系 处 于 基态 , 到 乌 一 co 体系 仍 处 于 基态 , 但 位 相 发 生变 化 . 
令 12) 表示 体系 基态 , 取 如 = 一 7T, 色 = 亿 工 一 co, 且 设 


下 =ITle 环 = 人 TEL-io，(e>0)， (4.60) 


则 
(zo,T|za, —T) ~ ei2BoTe-kEoTe [|Q)(Q| + O(e $B -Bo)Te)], (4.61) 


因此 当 采 用 准 经 典 近似 (一 o0), 演化 算 子 成 为 到 基 在 上 的 投影 算 子 , 信和 


ee Ey AN (09 


全 
其 中 比例 因子 包括 e- 记 名 re- 半 Bore 和 基态 波 函 数 等 . 而 Ps ) 2 
一 相 因子 . 为 确定 上 式 中 的 比例 关系 , 作 如 下 处 理 . 因为 X~* 
(人 


(1, TIQ, —T) 他 心 
= | dsvasa(0, The, TY, < PC 分 
= | amareyileotaoa hy RN?” 和 


注意 到 了 = |T|e-is(e > 0), 则 EN 
rT(T)=zp 
(有 ,可 <) A ~| Dreis. 
z(—T)=za 
推广 到 多 点 情况 ， < 
过 (人 二 了 
(0,717l8(0) 30) 0, -7) ~ N | Dez(t)z(t1) z(tn)eks. 
Zz(—T)=za 
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为 清除 不 确定 因子 , 将 格林 函数 重新 定义 为 


Gn (tt2， Cr ,tn) = (22| TI[zZ(t) i Z(tn,)] 112) 
(2, TT) 2(tn)] 12, -7) 
(12,T| 02, —7) 


| Det) a {53} 


| Dz exp { 让 | 
分 子 分 母 中 基态 波 函 数 及 相应 指数 因子 等 均 抵消 , 这 样 , 比例 符号 “~” 变 成 了 等 


号 . 上 式 分 母 中 的 路 径 积 分 已 很 熟悉 , 且 容 易 计 算 , 关键 是 上 式 中 的 分 子 部 分 的 计 
算 


(4.64) 


格林 函数 生成 泛 函 ”为 此 , 采用 上 节 微 扰 计 算 办 法 , 即 引 入 加 外 源 项 的 格林 函 NO 


[of (2 
=(Q|T le 人 | da I0), Se 


W 
KN 
®， 
(4.66) 
Dizz(ti)z(t2) :z(tx) exp 2 
ba | 
| pzee1i] 
三 《人 了 爷 ( 二 ) 人 (te)]| 弛 ) (4.67) 


2[J] 称 为 格林 函数 生成 泛 函 . 
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下 面 分 别 以 自由 粒子 和 谐振 子 为 例 分 析 在 其 背景 下 的 微 扰 计 算 , 以 便 对 格林 函 
数 及 其 生成 泛 函 有 更 深刻 的 认识 . 同时 还 将 引入 关联 函数 的 概念 . 事实 上 , 采用 的 
分 析 过 程 或 方法 相当 于 在 2.2 节 中 关于 外 力 场 中 自由 粒子 及 谐振 子 的 处 理 过 程 . 
连通 格林 函数 与 关联 函数 ”对 于 在 外 力 场 中 自由 粒子 , 体系 的 拉 氏 量 为 


L= Ti +I(t)z. 


2 
体系 费 恩 曼 传播 函数 为 
N-—1 一 了 一 1 
开 "(zb to; Lasta) = Ai -了 dz [I 2 ie 区 Tjt1 一 Lj) 
1 0 j=0 
-元 本 ls (4.68) .ON 


对 于 自由 粒子 , 由 于 指数 上 坐标 项 是 线性 的 , 因此 可 先 对 坐标 积分 , 并 得 到 N Ko、 
个 5 函数 , 即 


1 
KY (x, to; roasta) = Alim | :dpN_16(ey (三 ) 十 po 一 D1) x 


xg(eJ(tw-1) 十 DN-2 — PN-1) 


cn io 125 — pora + EJ (to)za) RA (609) 


利用 此 (N 一 1) 个 5 函数 , 再 完成 对 (N 一 1) 个 p _0> 


K" (xo, to; Ta， ta) 


i Nl 
= = Exp jze > cy) 


JI 一 0 


1 
oi it Za SS 
[2 
i 人 dp i i 
=exp | Ta | dtJ - 人 2 
天 由。 村 
2 to 
x 区 二 d ee (4.70) 
2m 2m 


jj | dtJ(t) = | sy 


ta 
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则 有 
KY (zo, to; Ta ta) 
一 exp 人 区 ) 一 去 | | } | 2 
xep {w+ 训 |(w -+ 二 | axg|) 
= Koexp 伍 = 各 dtI(t) + zal(ta) 
+ ( | ur) -去 | ogg| | (4.71) 
其 中 ， | 
和 (于 也- 可 “(i | 下 
是 自由 粒子 费 恩 曼 传 播 函 数 . 


利用 在 外 场 中 费 恩 曼 传播 函数 , 可 如 (4.65) 式 组 成 格林 函数 生成 泛 函 


天 7”(zoytoiZaita 
ES dtI(t) + zal( 
1 ， 
Pn (| dtI(t ) -3 一 一 一 “2 人 | > 
ta | 


2m(to—t 


利用 变 分 规则 810) i 人 Cr 
ed eh /0g SR 


得 到 形 如 (4.66) | 


(2120)12) = 一 态 87 ZL-o CC 


= | 
ZaO 
| a ° eh 


La 妃 a > J 


(4.75) 


jl ti)(ts — t2)(t1 — to) 


+O( 6 - i tao). (4.76) 
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式 中 不 含 太 的 部 分 为 宾 ) 与 2(t2) 的 期 待 值 乘积 ( 见 (4.75) 式 ) , 而 含 万 的 部 分 
正好 反映 体系 的 量子 性 质 , 相当 于 时 序 乘积 的 连通 部 分 , 称 为 格林 函数 的 连通 部 分 ， 
即 

(2| TE)E(t2)] |), 

(2 TIL)E(t2)] 109) — ralti)za(t2) 


2 1 822[J] 1 82[7 821] 
[a STIt1]87 lt2] 2G[J]? SJ [ti] | |， 0 
四 82ln ZJ 
= | | 人 


进一步 引入 连通 格林 函数 生成 泛 函 : 


i Pe 2 = exp {FW} (478) 人 (人 


则 格林 函数 的 连通 部 分 变 为 人 
(217(t)at)]10)。 
， 52 
A \ 
访 


th) et) EN 
O00 OC 
=(02| TI(£ — ze)(t1)(£ — ze) (to)] 12). ON ue 
因为 (8|% 一 zc10) = 0, 因此 格林 函数 的 连通 部 分 亦 称 元 对 人 
的 关联 函数 . Or ~ 
谐振 子 背景 下 的 微 扰 级 数 展开 与 Wick BS 背景 的 微 扰 展 


开 . 谐振 子 体 系 的 费 恩 曼 传 播 函数 


KnH(ze, to; Ta, ta) -| D er t ?十 志 
Za 


工 
) : AN (4.80) 


谐振 子 体系 的 量子 配 
Z | asknls, Ts;2,0) 


-| Dz(t)ei dt( 才 m2 十 要 mw?z 人 (4.81) 
T(ta)=x (ts) 


4.3 多 点 格林 函数 与 生成 泛 函 , Wick 定理 1 


谐振 子 多 点 格林 函数 (如 (4.64) 式 ) 


(2 这 Ga) L(t) 0) 


| Dz(t)z(t1) .z(tn)es {se dt(¥mz? tyme ) 
(ta)=z(to) 


Da(t)ek fe dt(dmi?+ moe?e’) 

z(to)=z(t,) 

计算 其 分 母 , 即 得 
1 
Za(D) = 2isin 守 
为 计算 分 子 部 分 , 引入 格林 函数 生成 泛 函 
AT 
Zn(T) Jo(-$)=2($) 
天 | dtJ(t)£(t) 
=-(2IT|e -3 12), (4. 


即 为 在 外 力 场 中 的 谐振 子 , 正如 2.2 中 分 析 , 用 稳 相 近似 方法 , 可 将 结果 
2Z[J] = es" [ze QD) 


其 中 , zx.(t) 为 满足 5S7 = 0 的 极 值 方程 的 特 解 , 即 


加 岂 a ?jz0 = J(t), (3) BO x 
ze(t) = :| dt G(t —t)7(t (4.86) 
G(t) 为 满足 下 面 方程 的 格林 函数 : Cu 
d2 
全 G(t) = -6(3) ， (4.87) 


Grlt t) te io(tt) 十 Q(t ee te ; (4.88) 


其 侍 里 叶 变 换 为 


1 1 
li 
:0 V2T 2 一 w2 十 ie 


GF(k)= 


(4.89) 
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Eee A 


SIze(t)] = | “各 (Bm Sm + 70) 本 


t tp 2 tp 
| -| a e + | au 
全 | 一 二 2 | 7 一 十 9 |] 7 z 
> 2 to 和 dt2 cl ta 人 


| dtdt J(t)G(t — #)7(t), (4.90) 
TL Ji 
因此 
i 1 亏 
2[J] =ekw er m/s TG A) 
二 了 | 


=(2IT|e 12)。. (4.91) 
对 (4.91) 式 两 边 作 泛 函 变 分 , 再 取 J = 0 极限 , 得 人 
k 


hh 6 /7 $y dtae (WG t’)J(t’) 


(oir) elm =I ty: 本 $0 
特别 是 两 点 格林 函数 AN 
(2ITEE()alb 吕 De= Gt to), 9 % (49 
对 于 多 点 格林 函数 , 当 取 多 重 泛 函 变 分 后 令 J = Es mth 


点 函数 的 乘积 , 于 是 得 到 格林 函数 微 扰 展开 的 重要 定理 理 :QO 
(LTE(t1) .2(t2g)]| 0)e a 


= > Sao -人 
(al,…,aa2k) 中 所 有 可 能 对 (a,a") 完 车 配对 (a， 
到 > (QT [2p,, 2pa]| A ]1 fc). (4.94) 


Pp(1,2,.… ,2k) 


Na 用 绘 景 、 关联 函数 的 路 径 积分 表述 


4.4 散射 S 
散射 矩阵 ”前 主要 分 析 了 束缚 态 问 题 , 本 节 我 们 着 重 讨论 散射 问题 . 散 
射 问题 主要 是 处 理 连 续 豆 , 因此 , 我 们 重点 分 析 具 有 特殊 渐 近 行为 的 连续 谱 波 函数 


及 相应 格林 函数 , S 矩阵 及 其 路 径 积分 表述 . 
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孤立 体系 中 态 的 演化 由 么 正 算 子 决定 , 用 薛 定 刘 绘 景 描述 , 则 
Vt))s = Dt, t Y(t)),. (4.95) 


演化 算 子 满足 
DVT = 1, Ut,t)=1, (4.96) 

和 醉 定 证 方程 
访 史 0(, t) = H(t)0(t,t), (4.97) 


这 里 哈密 顿 算 子 疡 人 Rs 对 于 保守 体系 , 哈密 顿 量 不 显 含 时 间 , 上 式 可 形 
式 解 出 , 所 以 演化 算 子 可 表示 为 


Dt,t) = eka-t), (4.98) .从 
保守 体系 具有 平移 不 变性 , 了 为 时 间 平移 算 子 生成 元 (N 


HtV(e td)= HtV 


相互 作用 绘 景 ”对 含 时 间 微 护理 论 , 用 相互 作用 绘 景 较为 方便 , 人 景 
描述 的 补充 内 容 作 一 简单 介绍 . Q 
如 (4.99) 式 , 先 将 哈密 顿 量 分 为 两 部 分 , 即 UR rE 


则 在 相互 作用 绘 景 (用 下 标 7 表示 ) 中 , 态 矢 定义 为 Co 


= ekHotlwy(t))s (4.100) 
而 算 子 定义 为 《CO 分 
O(t) = ex (4.101) 
它们 的 运动 方程 为 (为 简单 起 见 , 2 Eh A 
= [0( 介 (4.102) 


Hot |y(t))s — ek Hot folwp(t))s 
V(t NY))z, (4.103) 


即 在 相互 作用 绘 景 , 算 入 的 时 间 演 化 仅 与 哈密 顿 量 的 自由 部 分 Ho = 加 有 关 , 而 态 
矢 的 时 间 演 化 与 哈密 顿 量 的 相互 作用 部 分 V(t) 有 关 . 
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假定 势 Y(z, 在 经 典 轨道 上 当 |t| 一 ce 时 衰减 非常 快 , 即 渐 近 趋 近 于 自由 运 
动 , 则 散射 矩阵 5 定义 为 在 相互 作用 绘 景 中 演化 算 子 在 |t| 一 ce 时 的 极限 : 


S= lim eiott (t,to)e kfote. (4.104) 


ta 一 一 De 


tp—00 


为 了 要 求 |i| 一 oo 时 的 极限 存在 , UV(ts, 1。) 两 边 乘 以 自由 演化 算 子 是 必须 的 . 按 此 
定义 , 当 散 射 势 V = 0, = 加 ，5 为 恒 等 算 子 , 另外 , 可 以 证 明 , 只 要 中 一 co 时 
V(z,) 衰减 足够 快 , 如 上 定义 的 5S 矩阵 极限 存在 . 

在 相互 作用 绘 景 中 态 矢 随时 间 的 演化 表示 为 


wa))r = Q(t, to)ly (to))y, (4.105) 
其 中 , Q(t,to) 是 时 间 演 化 算 子 
Q(t, to) = ek ote kAt, (4.106) 


a 
f(t,to)=1— a dt1V(t1)0 (t1, to). se 
(4.108) 式 为 积分 方程 , 当 将 位 势 看 成 微 扰 , 可 用 逐 级 迭代 法 求 


五 一 万 0 ~ &, 则 


一 级 近似 CR 
diV(h) + Ole ss Re 


二 级 近似 
ct 可 -ii dV(h) + (一 fa i . (4.109) 
注意 在 (4.109) ， “< 心 > a i 
互 不 可 对 易 , 所 以 此 项 也 可 表示 为 
< 区 Cy (4.110) 


[ da | dtaV 
各 算 子 应 按时 间 顺序 排列 , 时 间 大 


的 算 子 放 左 边 . 这 样 次 是 代 届 可 i 
SIN 3 ~ 
Q(t, 0 | 二 | dda Tn) Fo 


= 工 [e -Jo eV) (4.111) 


(1) 


oe SS 
访 守 2(t to) = V(t ) Q(t, to), f(to, to) 一 LE (4.1 
其 形式 解 为 


4.4 散射 8 矩阵 、 相 互 作 用 绘 景 、 关联 函数 的 路 径 积 分 表述 . 145 ， 


类 似 4.3 节 分 析 计 算 演化 算 子 的 微 扰 级 数 展开 , 类 似 (4.65) 式 , 可 将 散射 矩阵 
5 表示 为 A 本 
Sle 
本 节 并 不 打算 深入 介绍 有 关 5 矩阵 的 一 般 性 理论 , 而 仅 以 库仑 势 散射 为 例 说 明 路 
径 积 分 方法 的 应 用 . 
库仑 势 散射 与 卢 瑟 福 公式 ”对 于 三 维 空间 库仑 势 散射, 粒子 从 初 态 内 (za 
经 库仑 势 散射 跃迁 到 末 态 wj(zo,1) 的 跃迁 振幅 为 


10). (4.112) 


A= as | dmabi en tn) K (oo tos wota) bi( wosta) (4.113) 
为 方便 , 初 末 态 波 函数 采用 立方 体 V = 53 归 一 化 平面 波 , 则 ~ 
V(x,t) = oko-i 氏 万- >0 | dzwb*y = 1 (4.114) 。 (人 
; VY ) om ) > ， ， SS 
而 相互 作用 采用 时 间 正 则 化 库仑 势 为 
e2 1 


V(z,t) = -et 加， Qa = pr 15) 
其 中 了 为 很 大 但 有 限 的 时 间 . 
有 了 上 述 准备 之 后 ， 将 下 思 曼 传播 阴 数 路 和 积分 在 经 典 轨道 有 国 读 于 当 WS 


于 取 玻 恩 (Born) 近似 


A= a | ame | at | dvi( (zo,to) Ko(zo,t 2 Se 


x (- V(z,t) Kolg, t; va, ta Oo 116) 
在 一 维 空间 有 (以 下 为 简化 取 友 = 1) (OF 
i x a 
dpe ze amt 


推广 到 三 维 空间 得 


设 入 射 粒子 动量 为 射 粒 子 动量 为 p, 则 初 末 态 波 函 数 


NP ; k2 vs ; D2 
Wi Wa, #0) SE ye wr (To to) 一 opep -ito (4.118) 


VV 
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将 以 上 各 式 代 入 (4.116) 式 得 


A(p, k; T)= | dzb | dza | ao |an ar yes (-i V(x,t) exp{B} 


a gq 
B= -ip. vo +is ts +ig: (zo — 2) -is (ts 一 从 
ay 


k 
iag' a) i tt) +ik. vo — it. 
+iq’: (2 — Za) ie )+ik:.z i 


注意 到 上 式 与 ze 及 zi 均 为 线性 关系 , 对 dzs 及 dz 积分 , 得 (27)55(q 一 p)5(k 一 g')， 
再 对 dq 及 dqg' 积分 , 则 有 


2 
[ef asevee, dex {= .2 十 +ik. z+ 十 | 
再 将 势 (4.115) 式 代入 , 得 


Alp, k;T) = td nt AS 
进一步 引用 屏蔽 库 仓 势 


人 CQ 
oy =e-Mr 


a r rr l 
并 注意 6 4 
| aasee P)z—Mr 一 
Fr (Rp)? FM SS 


则 有 (参见 附录 A.3) | < 
i 4 2_k2 272 筷 | OO 
Ap iT) = VET /x 


单位 时 间 跃 迁 概率 


> 144 有 Q2 167n2 ( 
XT a VR “AR 
| 
2 


在 取 了 一 ve 极限 下 , 注意 到 (参见 附录 NS) 几 SN， 


习题 4 . 147. 


且 当 p2 = 12 时 ， 
(k 一 站)2 = 2k2(1 一 cosb = 4k? sin2 

所 以 总 散射 截面 为 

se 

"PO kT 
本 | We 
4k4 sin4 一 

最 后 可 得 到 


es (4.119) 


4K4sin4 SS 
2 4 
这 与 经 典 理论 卢 瑟 福 (Rutherford) 公式 相同 . \ 


值得 说 明 的 是 , 正 因为 库仑 势 可 以 精确 求解 , 故 由 一 级 近似 玻 恩 公式 便 可 得 型 
精确 结果 , 且 与 经 典 理 论 卢 瑟 福 公式 相同 . 


习 题 4 - 
1. 已 知 自由 粒子 费 恩 曼 传 播 函数 \ ， 


天 of(zb to; To, ta) = i 9 
请 用 其 傅 里 叶 变换 导出 一 维 自 由 粒子 的 格林 函数 x © 
Golao ma)=| TO 

到 上 d7 上 本 于 + 


~ i2rh jo。 vz © \S 
= 各 dl 加 < ri 


2. 一 维 5 函数 势 : V(z) = a6(z)， a 取 负 值 , 轩 5 势 阱 有 请 用 路 抱 积 分 微 扰 法 计算 束缚 态 能 级 
和 波 函 数 . KN 

3. 一 维 非 谱 和 振子 势 ; V(z) = 3m vA * 为 4 二 用 路 径 积分 微 扰 法 计算 其 基态 能 
量 的 一 级 修 赴 . 
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对 于 非 相对 论 性 量子 力学 问题 , 费 恩 曼 路 径 积 分 理论 在 谐振 子 问题 、 量 子 电 动 
力学 问题 和 统计 物理 问题 等 方面 早已 得 到 非常 广泛 的 应 用 , 而 用 路 径 积分 方法 对 氧 
原子 问题 精确 求解 却 遇 到 了 很 大 的 困难 . 对 于 可 以 精确 求解 的 氢 原 子 问题 , 最 初 路 
径 积分 方法 只 能 用 微 扰 的 方法 给 出 近似 解 , 这 使 得 路 径 积 分 理论 在 量子 力学 中 的 应 
用 一 度 受 到 很 大 的 限制 . 20 年 前 ， Duru 和 Kleinert 利用 Kustaanheimo-Stiefel 恋 
换 , 获得 了 氧 原子 的 精确 解 , 为 路 径 积分 理论 在 非 相 对 论 性 量子 力学 中 的 应 用 打开 
了 新 的 前 景 , 极 大 地 推动 了 路 径 积分 理论 在 各 个 领域 中 的 应 用 与 发 展 . 本 章 主要 分 
析 一 般 坐 标 系 中 的 路 径 积 分 及 其 坐标 变换 、 算 子 序 等 问题 , 并 进一步 介绍 采用 路 径 
积分 理论 讨论 气 原 子 的 精确 可 解 问题 . 


5.1 ”和 歼 曼 流 形 上 的 量子 力学 
黎 曼 流 形 上 的 经 典 力学 “在 DD 维 黎 曼 流 形 M 上 , 流 形 度 规 


ds2 = gapg(z)dzadzb， (5.1) 
一 般 动 力学 体系 的 拉 氏 量 
L(z, 7) 一 22 gabit —V(z), (5.2) 
共 罗 动 量 
pe = ss (53) 
哈密 顿 量 
H(p,gf) = pat" 一 LlZ, 7) 
十 Fpag™p + )， (5.4) 
其 中 , g"(z) 为 gas(z) 的 蔓 和 矩阵 胡 
Yaad 这 0. 


黎 曼 流 形 上 的 茶 定 器 方程 ”现在 遇 到 的 首要 问题 是 如 何 过 渡 到 量子 力学 . 由 
于 (5.4) 式 第 一 项 中 有 算 子 序 不 确定 性 问题 , 故常 以 如 下 形式 的 薛 定 订 方 程 作为 量 
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子 理论 的 出 发 点 : 
人 2 
hws,t) = (大 Sw vo)) (zt), (5.5) 
其 中 , Arp 称 为 Laplace-Beltrami 算 子 可 具体 表示 为 
Ara= A g = det(gas). (5.6) 
例如 , 在 三 维 空间 中 心力 场 中 运动 粒子 , 常 采用 球 坐 标 
ds2 = dr2 + r2d0? +r2 sin20d02， (5.7) 
度 规 张 量 为 
gab = diag(l,r2,r2 sin20)， (5.8) 
其 逆 变 张 量 为 


1 1 
ab : 
dia | 
9 a ( 72 es) 
这 时 
V9 = 7? sinO, (5.10) 


而 球 坐 标 Laplace-Beltrami 算 子 表示 为 


ALB= -3 0,(r? sin Og"6,) 


Tr* Sin 


0 
a 心 
Tor\ or 7r2 |sinb 00 00 sin? 4 OO 


2 p2 12 记 7 82 (0 OO 
ZLB ont ma a (ry 5 (5.12) 
其 中 《 


O (5.13) 


0 0 O02 
2 ; ; Se 
L” = 一 一 9 页 (sing 部 : (5.14) 


总 之 , 在 分 析 球 坐标 积 鸭 时 , 仍 需 从 笛 卡 儿 坐 标 系 下 路 径 积分 出 发 , 然 
后 设法 变换 到 球 坐 标 这 站 因 为 在 球 坐 标 系 中 , 量子 化 规则 
7r,pr| 二 和 这 (0<r < oo) (5.15) 
[9,pe] = 和 (0<0<7) 
[0,ps] = 让 (0 < 9 < 27) 
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是 不 存在 的 . 原因 是 满足 [q,p] = 丢 的 量子 算 子 的 本 征 值 必须 分 布 在 区 间 (co，oo)， 
而 在 球 坐 标 系 中 0 < r < oc 的 分 布 区 域 妨碍 了 pr 为 可 观测 量 , 即 妨碍 存在 本 征 矢 
Ipr). 换言之 , 算 子 pr 为 厄 米 仅 当 它 作用 于 满足 limry(m)=0 条 件 的 平方 可 积 函数 
时 才 成 立 , 而 在 此 条 件 下 prw(r)= Xw(r) 无 解 趾 . 所 以 , 在 一 般 黎 曼 流 形 上 , (5.5) 式 
和 (5.6) 式 是 量子 力学 出 发 点 , 而 不 是 (5.4) 式 和 (5.15) 式 . 

黎 曼 流 形 上 的 量子 力学 “对 于 黎 曼 流 形 上 的 坐标 表象 , 波 函 数 问 标 积 定义 为 


(wi (Owa(D) = | 42 Vala (ot)wa (ot) (5.16) 
用 |z) 表示 坐标 算 子 本 征 态 


£° |z) = zx° |z) (5.17) 
满足 正 交 归 一 和 完备 性 条 件 
2( 


(z1|z2) = (g(x1)g(22)) 16? (x1 — £2), 


| azzv5 四 |zy (z| = 工 (5.18) 


注意 上 面 诸 式 中 前 置 因子 Vg(zx) 是 由 于 黎 曼 流 形 测度 所 引起 的 . 
用 |p) 表示 动量 算 子 $ 的 本 征 态 


Pa |p) = pa |P) ， (5.19) 
则 在 坐标 表象 中 动量 本 征 函数 为 
ee 四 =sojin- em (jz 其 (5.20) 
其 复 苍 为 ;,《 z 
om = g(a) ton) yep Ng ep ), (5.21) 


所 有 动量 的 本 征 态 满足 正 交 轨 一 和 完备 性 蜂 件 


fp1lg 2) Gm 6(p1 — PA; 
oY p) ol= 工 
曼 流 形 上 的 MM 镶 和 算 和 和 J 还 需要 注意 的 是 , 坐标 表象 与 动量 表象 之 间 具 有 
不 对 称 性 , 这 是 由 于 疯 磊 流 形 测度 引起 的 , 因为 流 形 本 身 是 通过 上 坐标 表象 来 定义 的 ， 


D Messiah A, Temmer GPM. 1972. Quantum Mechanics. Amsterdam: North-Holland Publish- 
ing Company, 346. 
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而 动量 空间 则 是 流 形 的 余 切 空间 . 正 是 这 种 表象 间 的 不 对 称 性 导致 了 动量 算 子 5。 
在 坐标 表象 中 的 算 子 形式 上 有 变化 . 


加 = -- 访 (去 + 2) = 2 (5.22) 
关于 这 一 点 , 可 证 明 如 下 ; 
(lpaly(t)) -|acz | joy ll ol 


=o(o)t aryotw) | E057 ep (FCe wp} wl) 


St 
全 
SS 

| 
ES 
[> 
AN 


Be [wi [Es en {je 了 jw) NS 
= ifig(o) +2 (gtz)iy(c) (和 
二 一 议 ( 辫 十 2 ln Vo) ) y(t). (5.23) NN 
因此 , 在 坐标 表象 下 , Laplace-Beltrami 算 子 的 显 式 为 人 


二 


ArB = -万 2(V50 0) = 一 guBb ex (ge Ta 本 gu), 0 
ab 
其 中 , g 少 = 42. 哈密 顿 算 符 为 SS 人 
区 2 
疗 关 DAL i XO 人 GEO 


Weyl 库 与 Q-P 序 。 将 哈密 椭 算 子 方 由 
遇 到 坐标 及 动量 算 子 的 次 序 问题 Wy 


(1) Weyl 序 9 (> 
(g(x)paps)|w = 2 (g™(z)pape :3 pando) l 


哈密 顿 算 符 在 Weyl 序 中 表示 为 RN 
2 
H= -AL 十 V(z RN 


一 雹 (gn 二 go + pappg®™) 十 Tr(z) 十 AViw(z), (5.27) 
其 中 ， % 


2 
i [g™ TaTs + 2(g® Toa), 2g%8 | 


2 
二 (5.28) 
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为 采用 Weyl 序 时 势 的 改正 项 . RR 为 标 曲 率 


R=g7 (Th — 有 一 PT 二) (5.29) 
为 联络 , 即 ' 
Ti = 39" (gj + gkl,; — gjk,l)- (5.30) 
(2) Q-P 序 (标准 序 standard ordering). 
标准 序 中 哈密 顿 算 符 表 示 为 


h2 
共生 过 = V 
5 ArB 十 Y(z) 


1 A 
= 77 (9 Bap — ihiK°pa) + V(z) + AVs(z), 


(5.31) ~ 
其 中 ， 人 
Ke"(z) = g$ — geTs (5.32 《\ 
和 
hi? b ab 
AV,=3 (9 To +g Ta,s) 
a | 
= 二 -6 (9 也 ) ， AN eC 


它们 都 是 当 采 用 标准 序 时势 的 改正 项 . Dg CQ 
要 
5.2 路径 积分 中 的 算 子 序 问 题 、 中 点 A 
由 于 举 标 与 动量 不 可 交换 , 正则 量子 化 并 不 sp (yi 论 分 析 (如 
要 求 算 子 具有 厄 米 性 等 ), 或 依靠 实验 去 判 路 短 考 E 确 s 径 积 你 早 束 化 也 未 解决 此 


困难 . 对 于 短 时 传播 函数 , 算 子 序 以 及 离 角 答 间 与 中 AD 交点 或 起 点 描写 有 
关 , 日 会 造成 量子 改正 . Weyl 序 常 和 中 内 序 则 与 未 点 描写 有 关 ， 
下 面 来 分 析 此 问题 . 

中 点 描写 与 未 点 描写 


2 奥 哈密 顿 地 q), 其 傅 里 叶 变换 


(u,v) 写 dgexp { -$l p+ 0:9)} ae (5.34) 
相应 的 “ 逆 变 换 ” 


= | am Se { 训 让 Bs 区 | 过 导 击 (5.35) 


5.2 路径 积 分 中 的 算 子 序 问题 、 中 点 描写 与 末 点 描写 , 153 ， 
H(p,6) = | am exp {i 十 呆 } H(u, v0). (5.36) 
后 者 相当 于 取 Weyl 序 , 前 者 相当 于 取 Q-P 序 . 注意 到 BCH 公式 
exp{A+ B} = exp{ A} exp{ B} exp {-3t4, a S 当 [4， 妃 ] 三 constant， (5.37) 


Q-P 序 ((5.35) 式 ) 也 可 记 为 


H($,9) = | aa exp {i 十 吕 } exp 全 去“} H(u,v). (5.38) 


在 量子 力学 的 路 径 积分 公式 中 , 主要 处 理 的 是 无 穷 小 跃迁 振幅 的 计算 以 及 指数 
函数 的 泰勒 展开 . 首先 来 分 析 Weyl 序 . 
Weyl 序 ”利用 归纳 法 可 证 


® 


1 ml! 
Am_ aT 0 sm—lan al FE 


Se 
(wl(G"p whe) = 3 Dr (ono" los) \ 
l=0 


= [Bw + ao)| ea) xC ch 


因此 , 对 短 时 传播 函数 ( 取 到 O(e) 有 (人 


(zi | exp {is HW(P, 3)} | TO © 
= 全 一 到 LA 必 (位 


© Ar; — eH™ (p, 1;))] 上 (5.41) 
其 中 ， 


1 
Arzi 二 21 一 Ti-1， Xi= (3 zj;_1). (5.42) 


入 
\ 
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所 以 得 到 如 下 结果 ; 
(ool exp {FA C2) to) } les) 


1 ~ dPp; 
=(0(eo)o(en) i im, | [L401 [A 
1 1 
x exp 人 [piAz; 一 | 
= (ra)g(m) jm (5 “Haale: 


“op {i 3 | -Aragob(Zn)Ar -daw +rvee)]). (5.43) .从 
CN 


Q-P 序 (标准 序 ) ”类 似 地 对 于 Q-P 序 有 ( 见 28 页 短 核 的 计算 ) 
(27 | exp { -it HS(,2))} | 27-1) 


dP 
= Ge)g(ci-D) | 总 0 
x exp 全 天 [peAz? 元 人 (2;)papo — ifK® (zj;)pa) — eV (5 )| 、 必 
® 9 
Cs) (Em) = p| 刘 (ant ey) RE > 


CX 
其 中 ， 人 


Vr(z;)=V(z;) + AVs (7;) \S 


CE Wie rl)) =( Az? + A A Re) (5.45) 
因此 得 到 SS 


| 


2 
$+ Ky)) — evr(e) 


| . (5.46) 
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5.3 路径 积分 中 的 坐标 变换 


在 通常 微 积 分 中 , 为 简化 微分 方程 或 积分 计算 , 经 常 需 要 变换 变量 . 在 路 径 积 
分 中 变量 变换 是 很 复杂 的 . 在 今后 的 分 析 讨 论 中 始终 坚持 这 样 的 原则 , 即 首先 是 在 
笛 卡 儿 坐 标 系 中 作 变 量变 换 , 然后 再 变换 到 所 采用 的 坐标 系 形式 . 


由 平 直 空 间 笛 卡 儿 坐 标 系 出 发 ; 


五 = Tp + V(y), (5.47) 


考虑 坐标 变换 y = y(z), z 为 弯曲 空间 坐标 , 弯曲 空间 诱导 度 规 为 网 从 
de = (dy)? = geo(o)derdeh gu 人 = OY. “WK、 AS 
在 平 直 空间 笛 卡 儿 坐 标 系 中 将 时 间 间 隔 分 区 后 , 分 析 短 时 传播 函数 
人 (mo 加 yo 如 -1) = 人 exp {ie = Cw 


以 下 选 末 点 序 (相当 Q-P 序 ) 作 坐 标 变换 ， XX ,所 cS 


~ 


Yh_1=Y (zn 一 人 zn- 
= 一 el， Az# 十 5 uAzAz 一 I 人 ss 
m CSSs 


为 简化 , 略 去 右 端 变量 下 标 7， 六 KY 
— Yn—!1 


2 
= @ < ) Ax" Bohs A Ar"Ar 十 ) 


[a 


一 AzLA 机 ouv(zZ) 一 了 260 让 


1 1 
+Ar*Ar"Ar*Ar” (is 站 > ue . 十 … (5.50) 
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所 以 ， 
(Vo, te | Va, ta) 
| mm \ 闻 
= lim ( - ) 
RN 一 co \ 2ihe 


1 
x exp | 和 [2 (yn — Yn_1)> — eV(yn)| | 


N-1 
D 
d Yj 
1 


| (5.51) 
其 中 ， 
Ke(r) = gy — gw, 《\ 
AV. Ee 让 ab ab i ab 
s(Z) = (90 Dot+g™ Too)= pt 1,). 5.52) 


这 里 已 将 (5.50) 式 代 入 了 (5.51) 式 . 事实 上 (5.50) 式 右 方 第 二 项 系数 为 
—eies 入 一 一 六 Avro ) 心 
OO 


令 
so jg [Or (eTe, \ 7 e” 1 ES 


es 6 
1 
= 39ur (Or TY, + “9, C2 (5.54) 


第 四 项 系数 为 ， SS (位 
Feipw ONE 一 4 6 a pa N00 
\ 


因此 (5.50) 式 可 表示 为 RN 
(Ay)?= (Az)” 一 Dv Ar "rr RN 


x 
CD 
” 
A— 
nh 
[ 
| 
品 | 
ZN 
b 
SB 
3 
十 
| 
3 
从 
信 
a 
Wo 
hk 
| 
pa 
六 
be 
es 
十 
也 
人 
入 
es 


( 


1 1 
Foley Dire Te| ArAm ADAn + 
3 (A 2 Z AT 1 1 o 
7) 人 Z 十 人 | 
xAzA 旦 Az'^Az +.... (5.55) 


将 以 上 结果 代入 (5.51) 式 , 注意 到 高 斯 积分 且 准 确 到 O(e?), 即 得 上 述 结果 . 


5.4 路径 积分 中 的 时 间 变 换 一 一 推进 子 的 路 径 积分 表示 157 . 


以 d= 1I 维 情况 为 例 , 有 


y=Yyz), dy = Ydr, gob = (Y = g(2), (5.56) 
Ay-y) -ye -Am=yYAz- Sy AD + yd Az) (5.57) 
(AW)?=(V) (As)? yy (Az)? + 人 y+ IO) ) (As)’, (5.58) 

易 推 寻 
K-30 (5.59) 
车 
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推进 子 的 引入 ” 费 恩 曼 传 播 函 数 SS 
To i tp 
K (zo, to; Za, ta) | Dz(t) exp 全 | dtL(z(t), z(t), 0)} 
Za ta 
i 625。 i : ) 
a 区 (去 阁 芒 】 A .6 As 


满足 依赖 时 间 的 薛 定 谓 方 程 , 即 


ae 一 这 V) 一 访 吕 | me t)=0. x@， Re 
而 此 方程 的 格林 函数 为 (0 ep 
G(xo, to; Ta,ta) = Olto — SS ta). (5.63) 


对 于 定 态 问题 , 六 不 显 含 时 间 , 可 令 罗 ( ~ J 


(5.64) 


六 加 为 et 的 傅 里 叶 变 换 


< 2 0 op {iet} 


ol 一人 -本 | za) 


z(T)=zs ’ T m .2 
d | Dz(t) exp | dt (= Z 一 Y(z) 十 E) . (5.65) 
nO Jo 2 
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a 


这 相当 于 将 指数 上 经 典 作用 量 


人 7 .2 
S(T) = | dt (D2 -Ya) (5.66) 
换 为 给 定 能 量 E 的 约 化 作用 量 
W(E) = S(T)+ ET = | dt ( 字 2 — V(x) +E). (5.67) 


这 样 得 到 的 路 径 积 分 称 为 推进 子 (promotor), 记 为 


Plzo, Zai T)= K(xo, zo: 全 )e 友 BT 


| Dz(t) exp 人 上 dt (2 — V(x) 十 5) | ， (5.68) 4 WN 
或 《\ 
已 (ze Ta;T) = (zo | exp {i BT} 1a) EE (5.69) 


此 时 能 量 空间 格林 函数 是 推进 子 对 时 间 的 积分 eo 
ceuzu 梧 = 庆 | dtP(zo, za;t) = (zs | (BE — A)- 


时 间 变 换 ”推进 子 的 引入 , 相当 于 增加 了 一 新 量 纲 (ne 


系 具有 了 一 个 新 的 泛 函 自由 度 , 这 就 使 得 路 径 积 分 中 的 时 pe 
当 作 时 间 变换 时 格林 函数 不 变 , 即 co 
| 9(zb Ta; E) = 二 分 
其 中 ， a XN 
因此 利用 推进 子 可 在 路 径 积分 问 变换 . SN 
, ， 
(Xp, Ta; E)exp 人 -im 一 4)) ; (5.71) 


为 了 使 得 积分 收 全 
E+iot. 


和 道 常 需 添加 一 个 无 穷 小 量 将 能 量 移 动 到 上 半 平 面 , EB -， 
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所 以 能 量 空间 格林 函数 为 
corui 可 = 寺 | 二 {5s) ee 人 上 
兰 到 下 ds(zb | exp 全 一 已 一 on)} | za) 
= 人 如 | =— | 70) = (To | Re| zo) 
-BE ior "(es) ara). (5.72) . 


因此 当 找 到 (5.72) 式 中 格林 函数 的 极点 与 割 线 , 便 可 获得 体系 的 全 部 能 谱 及 本 征 
函数 ， 


(5.72) 式 中 的 算 子 ) .从 
R= Frior NN 


称 为 格林 函数 的 预 解 (resolvent) 算 子 , 在 路 径 积分 下 作 时 间 变 换 ， So 


子 R 作 变换 
1 1 


站 人 二 2 
其 中 , 及 , 所 为 依赖 2,5 的 变换 算 子 , 称 正则 化 函数 算 子 ， " 定 
们 仅 依 赖 坐标 , 这 时 
G(xo, Xa; E) 
Se 0 人 
h(2)(E — Bior Fe | 


一 元 亡 (zo)A(za) I ds(zo | exp Cop Oi (5.74) 


路 径 积分 中 的 时 间 变 换 就 是 选择 正则 化 函数 全 称 为 辅助 
哈密 顿 量 auxiliary Hamiltion) 


-frs = f(s)(E ey (5.75) 
可 用 路 径 积分 方式 精确 可 解 
9(ZD， L Er 


其 中 
ee exp = (Os A)) 有 (2) 


f(s) exp { ls) fa) (5.76) 
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在 一 般 情况 下 辅助 哈密 顿 量 Hs 非 厄 米 , 故 az(s) 一 般 非 么 正 , 称 为 厦 时 (pseudo- 
timc) 演化 算 子 . 
现在 来 看 在 时 间 变 换 下 笋 s 的 短 时 间 传 播 函 数 , 将 s 变量 分 成 N 个 间隔 ， 


(a | ep { -jee} is- 人 le {heh Brion) } ai 


dP i 
Ss | 2 a | Am + efi(®;) 


x(E~H(p, op (5.77) 


其 中 ， 


Azij = Xj — Xj_1, 二 


因此 , 经 过 时 间 变 量变 换 后 的 传播 函数 为 


过 

es 
(es | exp { -ie] | Xa) 
= = lim | Tens11 8 dp 
JIE1 (2nh)D 


， 
on = 》 [pA + efi(s)(B— H(p;, 7;)) fy ) ? 


1 


N-—1 卫 


m 
-jm.| [asll (mr re 


rd 
“on {> 


mG 


2f(z;)f(z; 恒 ) 


+efi(z;)(E es reafg 1) y (5.78) 

解 量子 力学 体系 , 即 求 体 帮 能 谱 议 相 篇 本 征 函数 . 当 找 到 费 恩 曼 传播 函数 K(zi, to 

zata) 或 能 量 空 间 格林 天 闫 cz oj 五 ), 二 者 给 出 相同 信息 . 而 后 者 还 可 记 为 推进 

子 的 时 间 积分 : 9( 玉 gs 大 ) = ]” dsP(zo,zo;s). 由 上 面 表达 式 看 出 , 在 时 间 变换 下 
0 


动能 项 一 般 变 为 非 标准 责 世 型 , 因此 还 需要 进一步 通过 坐标 变换 使 其 变 成 标准 高 斯 
型 . 在 后 面 两 节 中 , 将 通过 具体 例子 并 采用 路 径 积分 末 点 描写 来 作 详细 分 析 . 
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5.5 库仑 体系 的 路 径 积 分 , 二 维 “ 氧 原子 ”问题 


作为 时 间 变 换 和 坐标 变换 的 简单 应 用 举例 , 本 节 中 将 具体 讨论 含有 库仑 作用 的 
电子 -质子 体系 , 并 且 应 用 到 二 维 “ 氧 原子 ”问题 . 
两 体 库仑 体系 ” 设 粒 子 质量 为 m。, rn , 约 化 质量 M = ge 电子 电荷 为 
c, 则 哈密 顿 量 为 
12 e2 


= .79 
2M Tr C7 


此 体系 的 费 恩 曼 传播 函数 可 形式 地 表示 为 


K (zo, to; Ta,ta) = | Pa exp 全 [ dt(pz 一 )) i (5.80) 


设法 正则 化 , 相当 于 上 节 中 作 时 间 变 换 , 将 其 变换 到 硒 时 间 s. 首先 选取 正则 化 
数 满足 


filo)fr(e) = Jo) = ko 
使 得 辅助 哈密 顿 量 Hs 在 原点 不 奇异 , 然后 再 对 厦 时 间 s 取 短 时 间作 画 数 命 看， 


为 此 令 
f(z) = jos， f(r) = f (1) 9 ee) 


并 要 求 在 取 连 续 极限 时 所 得 结果 与 分 裂 参 数 无 关 . 这 参数 /着 作 
为 计算 过 程 中 的 初步 检验 . O 
下 面 计算 推进 子 ， CC 


总 
DJiAzi 一 er 7 人 ( 受 3 5 + ee? 


上 式 中 , 最 后 一 步 取 近 似 是 因 为 在 最 后 一 项 中 最 初 含有 因子 (二) , 它 在 取 连 续 


了 


® 


进行 具体 计算 时 , 由 于 势 在 原点 奇异 , 直接 对 短 时 间 传 播 函 数 计算 有 困难 ， 闪 、 


入 
\ 
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极限 时 趋 于 1. (5.83) 式 对 动量 积分 后 , 得 


(ze | p(s) | za) 


N=1 
rerl— 和 


V (Qnichr NMA/M)D | II ep {iA ， (5.84) 


其 中 ， 
Agp = Nee? + be -+erB|. (5.85) 
因为 在 取 连 续 极限 时 ">r> | 一 rj, 故 (5.85) 式 可 以 表示 为 
Agp= “s+| ds (和 十 五 . 中 (5.86) 


子 的 情况 相似 : 动能 项 的 量 纲 [p?] = [r-3], 与 势能 项 的 量 纲 [r?] 正好 相反 . 这 就 
示 我 们 可 以 设法 通过 变换 ” 一 w2, 使 间 题 变 为 谐振 子 形式 , 从 而 可 将 具体 问题 进行 


求解 . 
二 维 “ 氢 原子 ” 下 面 以 二 维 “ 氧 原子 ”问题 为 例 进 行 计算 . Se 
将 二 维 的 坐标 系 拓展 成 二 维 复 平面 , 即将 二 维 矢量 x,w 看 成 二 仆 复 平 


矢量 . 引入 变换 wu = Vz, 即 zi + iza = (wi 十 iu2)? cS 
TX1 =2 一 1 OO © 
2 一 2u1u2. XK XK 
OO 


r=/79 十 Xz2 二 wu? 十 2 2 
写成 矩阵 形式 为 


.ON 
1 NS 到 


于 是 度 规 可 表示 为 


=dz? + dz2 = 4(u2 + wu2)(du? 十 da2)， 


1 0 
gab =4(uf + v2) ( 0 | 1 


1 


入 
RC 


注意 , 奈 动 能 项 的 量 纲 [rp?]  [r-1], 恰 与 势能 项 的 量 纲 [+1] 相反 ， 2 人、 
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和 
9 = det(gos) = [4(0 + wu2)]? = 16(z2 + x2) 一 16r2 . (5.88) 
实际 上 , 变换 (5.87) 式 是 平 直 空间 一 平 直 空间 上 的 共 形变 换 . 在 此 变换 下 ( 注 

意 f(z) =7), 有 


Ss 

4M . 

Ap=e?S+| ds ( 季 ¥ 十 Bw?) 
0 


S 
一 e29 十 | ds (ww 一 w2u2)， (5.89) 
0 


2 


(5.89) 式 表明 , 经 过 变换 后 已 将 辅助 哈密 顿 量变 成 了 谐振 子 的 形式 , 因而 可 以 严格 NO 


其 中 ， 


求解 , 进而 说 明 二 维 “ 气 原子 ”问题 可 以 严格 求解 . 
当 库 仑 体系 能 量 为 负 时 , 还 需要 对 束缚 态 进 行 计算 , 由 于 人 
ie? 
(zo | dp(s) | Za) = 3 exp { 宇 |] [(wps | wa0) 十 (一 Mbs | wa0)), 5.90) 
其 中 ， 


1 mw 


KH 2 2 
SS a hse 一 2 
(ups | wa0) 区 SDDS XP { pe [(wé + ws) cos ws 一 2uora] 


而 
OG(zb, Ta; BE) = | dei[(uos | we0) + (~wos | wa0)] 
最 后 由 格林 水 数 可 求 出 体系 的 能 谱 及 相应 的 本 征 波 E 
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项 是 由 于 方 根 映射 造成 符号 不 确定 性 . 当 考 虑 在 复 平面 zx = zl +izz, 由 ze 到 zs 
将 映射 到 复 平面 Z 上 两 条 不 同 路 径 . 如 图 5.1(a)、 图 5.1(b) 所 示 : 路 径 Ci 是 由 x 
直接 到 ze, ro = 这 ;路径 C2 是 由 ze 到 第 二 叶 的 zx. rs = (ws)?. 


5.6 ”三维 库仑 势 , 氧 原子 问题 
和 氢 原 子 的 传播 函数 。” 本 节 的 主 由 是 要 说 明 , 三 维 库仑 势 问题 在 路 径 积分 理论 
中 可 以 严格 求解 . 为 简单 起 见 , 这 里 只 讨论 氢 原 子 问题 电 . 氛 原 子 体 系 的 费 恩 曼 传 
播 函数 为 
z(T)=zb D3p i fT . pp ee 
ea) J D = op{i| ( amt “) | 人 网 oN 


首先 作 时 间 变 换 , 用 库仑 势 对 时 间 的 积分 作为 新 时 间 变 量 , 即 


” dr ds 1 六 
:=| 和， 于- 而 人 
则 费 恩 曼 传播 函数 被 改写 为 . ( 思 
K (zo, Za, T) 
= D3zx = ep 人 让 "qs (na (s}—7(s) 人 从 sa 


其 中 , 撤 号 = 一 和 表示 导数 . 注意 , (5.94) 式 右 端 s(t) {0% 
束 , 使 得 一 i a s). 在 运算 中 可 利用 5 函数 来 外 


1 
2 
he 5 


(5.95) 


OD Duru H, Kleinert H. 1979. Phys.Lett.B, 84 (2): 185. 
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其 中 , 格林 函数 


( ) 上 下 D2p 
G (zo, Ta; E)= exp e D3z 


= | drexp { er P (x, za7)， (5.96) 
而 推进 子 的 路 径 积分 表示 为 


2 FE rs 让 mp 让 (1 -3 - 艺 :+ (5.97) 


KK-S 变换 ”下面 利用 K-S 变换 (Kustaanheimo-Stiefel ) 设法 将 其 转变 为 谐 
振子 型 积分 . 在 5.5 节 , 二 维 库仑 势 用 复方 根 变换 , 现在 对 氧 原子 问题 应 作 推 广 , 实 
际 上 相当 于 作 “ 四 元 数 方 根 ”变换 , 即 令 


Li = 20iz,， 7 一 元 2， (5.98) 


其 中 , oi 为 三 个 泡 利和 矩阵 . (5.98) 式 中 的 坐标 


人 和 ~ 


入 
RC 


= (2 )， 之 一 (到 2 ? SN ES 
Z2 ® 


其 中 xs 
， Z1 一 4 人 ze yy 
zZ2 = Us 十 iua = Vr sin i 人 (5.101) 
其 中 , +、0、g 为 三 维 球 坐 标 , 另外 
间 


利用 “四 元 数 方 根 ” 变换 , 可 将 三 维 $ 空间 : 


-Ee 2 (5.102) 
U3 —U4 U3 ， 
UA 
即 
人 2 


4 7 一 本 十 好 十 好 十 吧 三 也 (5.103) 
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易 证 
dz = 2A (w) du. (5.104) 
注意 , 虽然 z4 = 0, 但 dxsa 关 0, 而 是 
dz4 = 2 (uadul — widuz + uadus — uadua) = 7 (cosbdy + dy), (5.105) 
因此 第 四 分 量 也 会 进入 路 径 积 分 中 . 这 样 作用 量 的 动能 部 分 Akin 为 


N 2 
M (gn 一 Zn 1) 
2 eri MEA 


Ayin = (5.106) 


氨 原 子 的 推进 子 ”将 推进 子 ((5.97) 式 ) 对 动量 积分 后 , 再 插入 下 面 等 式 : 


a d (Azs),_ {这 2 | (人 
a =1, (5.107) 

lH LE (2rifi) eri Mra er De 2 crn ra > 

便 可 将 路 径 积 分 推广 到 四 维 空间 而 不 改变 振幅 , 而 且 注 意 原 坐 标 分 量 积 分 仅 有 N -1 

重 , 此 外 再 将 第 四 分 量 积分 扩展 到 包含 最 初 间隔 zt, 最 后 得 


1 % drt d4Azn 
DVS i LL Ta 上 {i 六 


其 中 x 
NV [Mm 
ee 


1 


而 (5.108) 式 中 的 47 与 科 作 的 前 和 因子 ， GR 


3 和 一 2 \ 4 
(2) = 3 A? (5.110) 
Ta 1 


相关 , 可 以 证 明 
N 
3A》 In (六 -) (5.111) 
1 n—l 


为 简单 起 见 , 取 和 = 


1 1 
P(ros sar)= 充 | ee > (5.112) 
5 
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而 
K (uo, Wa, 7) 
-| Dru(s (em{ 。 | ae (wa ww?) } 
-二 向 oo {i +) or 2 9 
其 中 ， 
ee 和 


若 将 (5.112) 式 中 对 dz4 的 积分 化 为 对 y。 的 积分 , 得 


00 4 ~ 
A orep|ier 直 | wow 610 4 Rea 


利用 格林 函数 可 求 氨 原子 中 束缚 态 能 谱 及 波 函 数 . 格林 函数 的 明显 推导 要 求 繁 瑞 《\ 
计算 , 这 里 仅 列 出 其 结果 人 


G(xo, za; E) = 二 》 (2 + 1)P(cosYy)Q (re, ra; E), 
1=0 
其 中 径 向 格林 函数 为 A 
Gi(rs, Ta; E) 多 cS 


2mw [~ dr 4ie2 T mw 
= p (ro + ra) cot(wr7) 


hrora 万 ”2 讨 


1 m 1 ie fm 
A 
rora V 25 grrr ( et 蘑 ) WW 
2 
x M, 13 ( ee at 六 


本 ,Ma 3(z) 为 惠 特 克 (Whittaker 误 函数 对 由 SN 


2 
i Es mv 


有 一 7 十 /十 1 三 1)2,3,…. 


FE 
0 SIn wT 


可 得 束缚 态 能 级 


2 访 2722 
个 Chaichian M, Demi v A. 2001. Path Integral in Physics. Institate of Physics Publishing 


Bristol and Philadelphia. 
@@ 王 竹 溪 , 郭 敦 仁 . 2000. 特殊 函数 概论 . 北京 : 北京 大 学 出 版 社 , 331. 
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此 即 通常 量子 力学 得 到 的 氢 原 子 能 谱 , 到 此 已 基本 说 明了 氧 原子 问题 可 用 路 径 积 
分 严格 求解 


习 题 5 
1. 请 证 明 当 采用 Weyl 序 (点 阵 中 点 描写 ) 
ALB=— 是 


V9 
1 Qi Ls 
= ”papb + 2pag™ pe + papsg”"] + AVw (7), 


其 中 AV = 息 (grer3.T8. + RR), 史 为 标 曲率 . 
2. 请 证 明 当 采用 Q-P 序 (标准 序 )( 点 阵 末 点 描写 ) 


H= -2(V5 “0 NO 


2 
所 ped Bapo — ihiK" Pa) + AVs(7), 人 、 
2 2 
其 中 , Ke(z) = 9 一 927，A = 起 5(go 记 )， 并 以 一 维 哈密 顿 体系 万 一 五- + Vly) 为 
; 2m 


2m, 


例 , 通过 坐标 变换 y = y(z), 用 末 点 描写 得 0 
y . hh? vy (yy) 
K=-3 AV, = ( 3 一 AN 


区 人 


第 6 章 ”约束 体系 的 路 径 积 


6.1 经 典 约束 体系 动力 学 


关于 力学 体系 动力 学 的 描述 通常 有 拉 格 朗 日 和 哈密 顿 两 种 形式 ， 拉 格 朗 日 形 
式 是 由 位 形 空间 独立 变量 来 描述 力学 体系 的 运动 , 拉 格 朗 日 运动 方程 是 二 阶 常 微分 
方程 组 . 后 来 , 哈密 顿 在 1834 年 提出 : 如 果 用 坐标 和 动量 作为 独立 变量 , 虽然 运动 


方程 的 数目 多 了 一 倍 , 但 微分 方程 式 却 由 二 阶 降 为 一 阶 . 这 组 方程 称 为 哈密 顿 正则 NN 


方程 . 在 一 个 力学 体系 中 , 常常 存在 着 一 些 限制 质点 (自由 ) 运动 的 条 件 , 这 些 条 件 令 
我 们 称 之 为 约束 . 物理 体系 的 运动 通常 都 会 受到 某 些 约束 条 件 的 限制 , 下 面 从 力学 


体系 的 拉 氏 量 出 发 , 来 进行 详细 地 讨论 . 
正则 力学 体系 ”经 典 力学 系统 拉 氏 量 一 般 是 坐标 、 速 度 和 时 间 的 函数 , 即 


(OO (3 
其 作用 量 可 写 为 SS 人 
Se(b] = ja (gi (t) ,Gi (8) ,dt). CO 6 
CC) 


根据 最 小 作用 量 原理 , 对 作用 量变 分 得 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 ， 
65 


oL oOL d 
0 cul 区 人 ee ) C2 
eg on (6.3) 
Bg dog © ; 
> 2 Ny, 


(6.4) 


(6.5) 


(6.6) 
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第 阵 (7 2 ) 非 奇异 , 称 体系 为 正则 力学 体系 , 这 时 ,由 (6.4) 式 可 以 唯一 解 出 


加 速度 全 人 (6.5) 式 可 以 唯一 解 出 速度 
di(t) = (p(t), qb),d). (6.7) 
这 样 , 由 勒 让 德 变换 可 以 组 成 经 典 力学 体系 哈密 顿 量 
H=D pg L=H(p(t), q(t),t). (6.8) 


其 变 分 为 
dH = 8 (md: — 5) = didp: — Fadg = 6H (pg,t), 
约定 上 下 重复 指标 表示 求 和 , 上 式 表明 哈密 顿 量 7 (p,q,t) 与 4 无 关 . 


奇异 拉 格 朗 日 力学 体系 勒 让 德 变换 ((6.8) 式 ) 是 从 位 形 空间 到 相 空 间 的 一 
种 变换 , 即 


位 形 空间 (q, 9) 相 空 间 (pz，9) 
映射 p: 切 从 TM 一 余 切 从 T*M 
一 般 当 (6.6) 式 不 满足 时 , 即 当 入 


人 ~ 


入 
RC 


(< ,ce 
时 , 则 称 为 奇异 拉 格 朗 日 力学 体系 , 或 约束 哈密 顿 体系 . : 


p(TM) CT*M 
即 在 余 切 从 7*M( 相 空间 {g,p}) a 
pa (9,D) = 0， 、 (6.10) 
为 简化 起 见 ， Ct 情 ; 忆 2n 维 
相 空间 {9g,p} 中 确定 一 个 一 超 面 , 罚 ah x 间 (否则 
约束 不 能 实现 )， 
初级 约束 与 次 级 约束 束 (primary 动量 定义 方程 (6.5) 式 的 推论 . 
例如 , 对 于 相对 论 粒子 ， 


pa Vir (Oz (0) Z(t (6.11) 
其 共 轿 动量 为 
六 


a EE 
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满足 pjp" = m2c4. 动量 的 四 个 分 量 不 是 相互 独立 的 , 所 以 存在 初级 约束 , 需 做 如 
下 处 理 : 

(1) 将 它 明显 解 出 . 将 其 中 -一 分 量 用 其 他 分 量 表 出 , 如 po = Vm2c4 + p2, 但 这 
时 表达 式 不 再 具有 相对 论 协 变性 . 

(2) 用 拉 格 朗 日 乘 子 方法 处 理 . 令 约束 wo = 0 为 弱 方 程 ( 先 不 为 零 , 算出 结果 
最 后 令 其 为 零 ), 而 引入 含 约束 的 总 哈密 顿 量 


Hr = H+ Xpo, (6.12) 


其 中 , 和 * 为 最 初 未 确定 的 乘 子 ( 称 为 不 定 乘 子 ). 任意 动力 学 变量 f (p,g) 满足 运动 
方程 


1 (p,9)={f,Hr}pp = {f,H}pB+X {f, Pa}pB. (6.13) 
狄 拉 克 将 动力 学 变量 分 为 两 类 : 与 所 有 约束 {p。} 的 泊 松 括号 弱 为 零 的 称 为 第 
] 类 动力 学 变量 ; 否则 称 为 第 [类 动力 学 变量 . 
此 外 , 约束 (6.10) 式 应 与 体系 的 时 间 演 化 相 自 治 , 即 要 求 下 式 为 零 : 


{pa, Hr}ps = {¥°, H}pp + NN {pa, po} pp. .14) 


这 时 可 能 有 三 种 情况 : 

(1) (6.14) 式 为 恒等式 , 自动 满足 . 

(2) 将 {pa, Hr}psp = $(p,9) 看 成 新 的 约束 , 称 为 次 级 约束 版 cda 骆 ). 初级 
约束 (6.10) 式 为 动量 定义 方程 (6.5) 式 的 推论 , 表明 拉 格 朗 辐 区 员外 涉 青 映射 次 
级 约束 % (p,q) = 0 需 用 运动 方程 给 出 . 

(3) 可 用 来 决定 拉 格 朗 日 乘 子 X. 

次 级 约束 也 应 满足 方程 (6.14) 式 , 这样 可 不 类 重复 人 直到 获得 上 组 相互 自 洽 
的 约束 之 后 , 即 在 相 空间 中 可 找到 一 个 子 空 避 约 彝 | ( 禄 络 比 相 寄 | 翅 六 使 所 有 约束 都 
满足 . 

犹 拉 克 插 号 ”虽然 次 级 约束 是 在 不 周 阶 段 得到 的 , 亿 EE 们 没有 原则 上 的 区 别 ， 
可 同等 对 待 . 但 要 注意 的 是 , 正 25K 拉 克 将 动力 学 变 党 分 为 两 类 一 样 , 对 约束 也 应 
分 为 两 类 : 第 [ 类 约束 用 符号 { 高 区 感 示 , 第 1 类 先 束 用 符号 {0;:} 表示 . 第 I 类 约 
东 与 所 有 其 他 约束 都 具有 短 订 福 括 二 


Wps = {pi, 0;}pB AS 0， (6.15) 
而 第 1[ 类 约束 无 此 性 器 ,通常 将 第 了 类 约束 间 的 泊 松 括号 记 为 


{0i,0;} pp = Tij td (6.16) 
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由 它 组 成 的 矩阵 (sj) 称 为 约束 矩阵 . 假定 矩阵 (i;) 非 奇 异 , 则 约束 矩阵 必 为 偶 维 
反对 称 和 矩阵 , 用 ( 必 ) 记 其 首 矩阵 . 
为 解约 束 体系 问题 , 狄 拉克 名 发 明了 一 种 新 的 括 弧 , 称 为 狄 拉 克 括 号 {,},, 满 
足 
{A, B}p = {4,B}pp — {A,0:}pp e® {0;, B}pp. (6.17) 
可 以 证 明 (作为 习题 ): 
(1) 狄 拉克 插 号 与 泊 松 括号 满足 相同 的 代数 关系 为 
{4A, B}p {B, A}p, 
{AB,C}p = A{B,C}p + {4,C}, 8B, 
{4, {B, C}p}p + {B, {0, A}p}p 二 {C， {4, B}p}p =0. (6.18) 
(2) 所 有 约束 间 狄 拉克 括号 为 零 , 且 约 束 与 哈密 顿 量 间 的 狄 拉克 括号 也 为 零 , 即 
当 用 狄 拉克 括号 , 所 有 约束 平庸 为 零 , 即 
{Ox, A}p = {Ok, A}lpp — © {Ok, 0i}ps {0;, A}pp =0. (6.19) 
因此 , 当 采 用 狄 拉 克 括 号 , 相当 于 解 出 所 有 约束 . 
n 维 球面 上 的 约束 动力 学 ”作为 一 个 例子 , 讨论 一 下 n 维 球面 上 的 约束 动 
学 . 对 于 n+1 维 空间 有 "+1 中 的 n 维 球面 , 可 用 球 极 坐标 直接 解 出 约 颖 ,也 可 采用 
拉 格 计 日 乘 子 , 这 里 采用 后 者 . 记 p 为 n 维 球 的 半径 , 则 在 ”+1 河 
拉 氏 量 可 写 为 


L= To (0p), so= (ol Sa 


2 


EN A 由 度 的 体 
系 , 其 动量 为 
(6.21) 


另 一 方面 
& 
可 视 为 体系 的 初级 约束 .i 
= DA， (6.22) 
mC 
了 2 入 2 2 
- 宛 十 p、 :入 Ds 六 ) . (6.23) 


(D Dirac P A M. 1964. Lectures on Quantum Mechanics. New York: Yeshiva University. 


<、 


入 
RC 


6.1 经 典 约束 体系 动力 学 


引入 体系 含 约束 情况 下 的 总 哈密 顿 量 
Hr = H+ag, 


约束 1 应 满足 自治 条 件 


1 
{91, Hr}pBp = (zx? 时 p?) 写 0, 


2 

由 此 可 得 次 级 约束 
G2 = 7x2 一 02. 
进一步 由 自治 条 件 要 求 
{92, Hr}pp = 涡 ‘Dp, 
再 得 次 级 约束 
03 三 XT: Dp, 
如 此 继续 ， 
{3, Hr}pg = — Xr? = $a 


入 
{9a, Hr}pp = = az2 = 0, 


直到 由 最 后 为 零 的 自治 条 件 求解 出 Hz 中 待定 参数 


pe 
mm 


rz? 
为 止 , 一旦 ffz 中 待定 参数 a 被 解 出 , 则 以 上 寻找 ea 


的 情况 , 共有 四 个 约束 存在 , 它们 之 间 的 泊 松 括号 为 


0 0 
0 0 2z2 
{9i, pi}pB 3 0 2 0 
—z 
显然 是 反对 称 和 矩阵 ， 


det {0i, bi} pp = 4 (22)’ 0, 
故 所 引入 约束 均 为 第 开 类 约束 , 其 约束 矩阵 存在 逆 和 矩阵 : 


.173 ， 


(6.24) 


(6.25) 
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2 ,D7” 

A eB 
222) m(z2)? x2 

2 
订 — 二 
Ce (22) 0 972 0 (6.31) 
27:p 让 
加 0 
m (72)2 272 ， 


由 
2Z2 

也 为 反对 称 和 矩阵 . 
将 以 上 结果 代入 (6.17) 式 , 并 计算 各 基本 动力 学 变量 间 的 狄 拉克 括号 , 如 


7 六 Cy] ® 入 
{7', 77}p =0, {pi, pj;}p = PE, { Dj = 0 一 和 (6.32) Rea 
则 哈密 顿 运动 方程 六 

j= {x,H}p = ，F= {p,H}p = -Mr, A={M,H},=0. (6.33) 


mm 

此 结果 与 通常 计算 相同 . 

第 [ 类 约束 与 规范 国定 条 件 “下面 讨论 约束 矩阵 + = (nj) 为 态 异 的 情 } 
定 约束 矩阵 的 秩 为 R, 则 可 通过 调整 N x N 维 方 阵 秩序 , 使 左上 角 FR 子 矩 阵 
非 奇 异 , 即使 最 初 的 RR 个 约束 为 第 [| 类 , 其 余 的 为 第 1 类 . 在 i OD 
类 约束 相应 的 拉 格 朗 日 乘 子 可 被 唯一 的 确定 ， si 应 
方程 决定 . 这 实际 上 反映 了 运动 方程 的 解 具有 "i er 
变性 . 

为 了 得 到 确定 的 解 , 需 引入 规范 固定 条 件 


(6.34) 


Xa(7x,p) = 0， 


当然 , 所 有 物理 量 应 与 规范 选择 无 关 . 在 珊 取 规 莘 之 后 、 体 系 将 具有 原 约束 6 与 新 
约束 xc. 要 求 规范 条 件 (6.34) 子 类 约束 {9i} 鼠 记 组 成 的 约束 矩阵 {xa, i}pB 


非 奇异 , 这 样 就 可 使 得 所 有 约 第 I 类 约束 
仍 以 相对 论 粒子 情 ; | 
| dro\” 1 /dzr\’ 
C #=( 塞 ) -去 ( 坚 ) (6.35) 
共生 动量 _ 
Pr = Hin me: (6.36) 
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2 二 
det 3 = det | 吃 @ ~ )| =0 (6.37) 
奇异 , 故 不 能 解 出 z+, 相当 于 存在 约束 $ = 0: 
及 一 太一 mc (6.38) 
哈密 顶 量 
H=pi*—L=0, (6.39) 
总 哈密 顿 量 
Hr = ad (6.40) 


因为 % 的 相 容 条 件 
$= {6, Hr}ps =0. 
为 恒等式 , 不 能 解 出 乘 子 a, 因此 y 为 第 I 类 约束 . 另外 , 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 
i 
sa 
在 重 参 数 7 一 Fr) 变换 下 不 变 , 所 以 可 定义 7 为 本 征 时 间 , 令 


dr2 = dt2 — i 0 
即 AN 
且 作 用 量 x CC) 


S= me | Vi2dr XK 
在 重 参数 + f(7) 变换 下 也 不 变 . (人 ce 
为 次 定 乘 子 a 必须 固定 7 引入 pA NS 
X= ; QO (6.41) 
2 
). (6.42) 


{x,b}prB #2po= +2VP* + ( 
这 里 x 条 件 可 将 原 米 第 1 类 约 湛 纸 化 为 第 呈 交 3 来, 采用 多 拉克 括号 ,相当 于 解 


出 约束 
H=cVp +m?et. 


于 是 可 以 得 到 
dk = {zbpojp = {zh H}s = 付 (6.43) 
Pk = {pk,po}p = {px, H}p =0. (6.44) 
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6.2 ”约束 体系 的 路 径 积 分 量子 化 
关于 约束 体系 的 量子 化 , 狄 拉 克 建 议 采 用 如 下 形式 的 正则 量子 化 手段 : 
{4, B}p — 二 [4 B), (6.45) 


但 在 一 般 情况 下 , 这 种 算 符 形式 的 正则 量子 化 过 程 很 难处 理 . 路 径 积分 为 约束 体系 
的 量子 化 提供 了 更 加 方便 的 处 理 , 尤其 是 在 分 析 体 系 的 对 称 性 与 规范 协 变性 方面 ， 
采用 Faddeev-Senjanovic 路 径 积 分 技术 更 为 方便 Q@. 

约束 条 件 与 规范 条 件 ” 设 体系 所 含有 的 约束 


RO 从 
均 为 第 1 类 约束 , 因此 需要 选取 m 个 附加 条 件 , 即 规范 条 件 : AN 

f°(g,p) =0 (a=1,...,m) 人 
并 要 求 约 束 之 间 的 由 泊 松 括号 组 成 的 约束 矩阵 非 奇异 . 即 满足 条 件 : 

det({/a, 2°}) #0. ( 力 
在 由 gp 组 成 的 2n 维 相 空 间 Fan 中 , 约束 条 件 和 规范 条 件 ， CO cS 
da(qp)=0 f°(g,p)=0 (a=1,.…, 

共同 决定 出 一 个 约 化 的 2(n mm) 维 相 空 间 Fatn-m)， me 中 钥 品 义举 标 


为 
TO ") ‘NY (6.48) 
p 炉 … 


p= (p°,p’) 二 (p1,: “Pm, 
则 由 (6.46) 式 


于 是 , 由 约束 方程 4,(g， 
这 样 确定 的 or, po 


H*(g’,p*) = H(g,p) |4=0,8=0; 


D 1. Faddeev L D. 197 攀 Theor. Math. Phys., (1): 1~ 13; 
2. Senjanovic P. 1996. Ann. Phys., (100): 227~261. 
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体系 总 哈密 顿 量 
Hr-H+Xh, (6.51) 
所 决定 的 运动 方程 为 
;1 OH ye Oha 
oH od 
Di 一 Ogi Og (6.52) 
并 满足 约束 
halq,p)=0, 0°(g,p)=0. (6.53) 


在 引入 规范 条 件 之 后 , 可 消去 解 中 所 含 任意 函数 X", 最 后 仅 剩 下 q*,p* 满足 的 运动 
方程 
oH* 


-了 


路 径 积 分 量子 化 。” 当 体系 量子 化 的 过 程 用 独立 变量 q*,p* 表达 时 ， 函 
数 生成 泛 函 可 以 表示 为 


CAS sk 半 冰 2 H* 
27)" m 三 | dtlp; qd (g 


但 由 于 在 实际 问题 中 很 难 分 离 出 独立 变量 g*,p*, 故常 性 筑 及 其 在 
正则 变换 下 相 空间 体积 不 变 的 特性 , 将 (6.55) “多 st 中 坐标 
表述 的 路 径 积分 形式 . 注意 到 


lI 0(qa)6[po 一 pal(q’,p’)] = ei a 5 从 oe 


且 . 
| II a Co mld (2°) det )op{ re — H(g,p) ~— 和 Aalg, 中 } 


2T 27 
[Tw 6 Qo ,2D exp {i . dt[p;G’ — me (6.57) 

将 (6.55) 式 记 为 
ZI0] = | Dppal [a 0435(2a) det({4, opew {| i 路 (6.58) 


2Z[0]=tr (zoto| Zata) 
=|Dg -四 p* (t) op{ 人 - WN、 wd 


4 从 
a BS 
,9H* 
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对 二 同时 含有 第 I 类 约束 {4。} 与 第 攻 类 约束 {b} 的 体系 , 格林 函数 生成 泛 函 应 表 
示 为 


2Z[0]= | pz Ta (4a)5(29) Taey eal, 02°})[{det({0;,0;})]? 


Xx exp 人 | dtlp;@’ mo ) (6.59) 
其 中 关于 第 [类 约束 相关 因子 的 表达 式 可 如 下 分 析 得 到 , 即 利用 正则 变换 


于 是 六 
| {0i,0;}pBLiiLy'j = Jiy. 


对 上 式 求 行列 式 ; 
det({0i, 0;}pB)(det LY = detJ=1, 6.6 
所 以 有 AN 
(det L)-! = \/|det({0;,0;}pB)|. $ (6. ce 


对 于 新 约束 0 = (p1,… ,py;q1,… ,qu), 有 xO < 


IIseD =IIseolaeo: Cos 六 (6.63) 


故 (6.59) 式 成 立 . 


约束 分 析 ”作为 前 面 介绍 论 的 应 用 襄 记 将 仔细 研究 在 51 环 上 运动 
粒子 的 情况 . 与 6.1 节 中 约束 动力 学 簿 况 ((6.20) 式 ) 相当 体系 的 拉 
氏 量 为 
一 了 (人 -zz2 十 2 RY. 
av v (2) (2 十 太一 PR) (6.64) 


其 中 势 2 


V (2) = V(cotO) 
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仅 依赖 坐标 9, 参数 z 相当 于 拉 格 朗 日 乘 子 , 如 将 它 也 看 成 动力 学 自由 度 , 则 体系 
正则 动量 


pr= r=" py (6.65) 
而 
_oOL_ 
A 
显然 ps 为 初级 约束 , 记 为 
| pi1=p 
体系 的 哈密 顿 量 
可 = po 二 pi- tv (EE) + + EE) (6.66) 
2m y 
初级 约束 办 应 满足 自 恰 条 件 学 


{81, H}pB = -(z2 十 内 一 天 ) 0， 以 
由 此 可 得 次 级 约束 


0p2 = 72+ RR?, .68) 
进一步 由 自 恰 条 件 NN 


{$2, H}pB = (Lpz + Yypy), 
ga = Zpz + Ypy: A 

同样 , 约束 $s 也 应 满足 自 恰 条 件 , 取 Hr = 日 十 和 91 十 
{$3, Hr}pB= pr a NS 


St (6.71) 
由 (6.71) 式 为 零 可 解 出 拉 格 朗 日 习 子 


入 2 R2 (pz z 人 > 


得 


ss 


到 此 , 寻找 自 恰 条 件 的 过 本 


上 面 共 找到 3 
0 0 0 
Gd}lPB=|. 0 0 2R2 |， (6.72) 
0 -2R2? 0 
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该 算 阵 奇异 , 和 矩阵 形式 表明 各 , ps 为 第 I[ 类 约束 , 而 $1 = ps 为 第 ] 类 约束 , 说 明 
相应 地 存在 着 沿 z 方向 的 平移 不 变性 , 因此 需要 选取 规范 条 件 来 消除 规范 不 确定 
性 : 
X=z=0. (6.73) 
将 x 看 成 第 四 个 约束 
04 = 2Z, 
则 上 述 四 个 约束 之 间 的 泊 松 括号 约束 矩阵 


{9i, Bj;}PB = 


0 
1 0 0 0 .从 
托 阵 行列 式 为 CN 


V|det 7| = 2R?, (6.74 \ 
该 矩阵 非 奇异 , 表明 引入 的 规范 条 件 (6.73) 式 的 加 入 使 所 有 四 个 约束 均 变 成 第 


类 型 . 
S! 环 履 盖 空 间 上 的 路 径 积分 “下面 讨论 在 31 AN 
泛 函 . 由 (6.58) 式 得 


N 
2Z[0]= Nim, | II dzndyndzndpzdpydpz6(pz)6(2n)6(Z2 十 92 — R? ~ 


ee ss 
BAG CA (© 2 (6.75) 


取 平 面 极 坐标 
Z 一 mcosD0， 一 7S 量 0， Re 
p” 一 sy, 7 RN 
并 将 z,, pz 积分 得 RN 


N 2r oo 
-一 j 0 0 


x n cos(On — Wn))V ldetT| 


。 


X exp 二 [pnra(eos(0n — Yn) 一 cos(O 1 — wn)) 


n=1 
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二 = qu ， (6.76) 


注意 到 
dtr2 — R?) = 于 一 RR) 十 6(7 十 五 ))， 


5(prcos(g — »)) = 7 (6 这 二 3)， 
代入 (6.76) 式 得 ( 仅 考虑 5(r -RR) i 


, TT2R? [ fm i 之 
2[0= Jim [3 | db | dpn exp -> — pnRcos(0n_1 — wn) 
1 


hs 


-起 世 -even)|] * 

2m pn 一 0n 土 可 AN 

N 2r oo i N 
= lim | Rag, | dpn, ex 全 [- nRsin(O 一 0 

wlll dpn exp 2 p -1— 0n) 
-=—p2 — eV(0) ) 

27m 7 mf 

eizsing 一 > 5 (z)ei™®, ® GE 


将 指数 上 的 正弦 函数 展开 , 可 完成 对 动量 pzn 的 积分 , 这 SS 
| ie- 人 (at) = (1+(- a CX (6.79) 


利用 公式 中 


多 ne (6.80) 


区 — Ok-1) 


一 ve) | (6.81) 


人 @@ 王 竹 溪 , 郭 敦 仁 . 2000. 特殊 函数 概论 . 北京 : 北京 大 学 出 版 社 , 397. 
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S ei(09-0") (1) = > | dpé(p — L)ei?(0 0) f(p) 


[一 一 oo 1 王 一 co 一 


oo oo OO iatp_D ip(8 9) 
= dp| dp 》 evil Deoip(0-0) f(p) 
区 sy 


[一 一 co 


=| ap| a 并 Hl move flp) 


7 一 一 Do 
Oo 


= | opere-e ram 0p) 


mm 一 一 co "co 


即 泊 松 求 和 公式 ~ 
> 0 0 De y | aero (py (682) 人 \ 
( 


41=—o0 mm 一 一 Do “一 
其 中 利用 了 泊 松 重 求 和 公式 5、 exem =- 》 50 由 将 (682) 式 代入 


人 
式 可 得 也 一 一 co n= 一 00 

N 2r oo oO 
2Z0= | ([ ao | . (» 


、 
x exp | 这 区 — 0;-1 2xm;) 一 3 x cy 
j=1 SS 
O 


相 空 间 多 连通 必须 在 其 普 适 覆盖 空间 完成 路 径 积分 . 


进一步 作 参 量变 换 , 令 9 CQ 
mj 一 Nj 一 Nj— 必 (位 
“I 
以 及 
0; 十 27nj, 
则 有 
0; 


“1+ 2xm;) = p;(0; 一 0 1) 


5 
2 27 


2r(mi 十 1) 
| d0; = | db， 
0 


2727 工 
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这 样 , 将 积分 变量 0 的 取 值 由 (0, 2x) 拓展 到 了 (--co，+eoc), 而 由 51 环 拓展 到 其 
履 盖 空间 上 . 因此 


N Oo dp; N+ Oo 2z(mi 十 1) 
zo-Jm, | 加 I ( 二 人。 
1 


=1 \nj=~00"2ni7 


9 N 
1 ps 
x exp | 这 [ (的 一 的 -一 ee cr | ; (6.84) 
j=1 


最 后 利用 势 的 性 质 


V(0;) SV(0; + 2njn) = V(O), 
最 终 得 到 51 环 覆 盖 空 间 上 的 路 径 积 分 表达 式 


i 这 2 
x exp > ee 一 6 (a 十 vi ( 


6.8 
6.4 ”多 连通 流 形 上 的 路 径 积 分 与 Aharonov-Bohm 刀具 
5! 环 是 一 种 最 简单 多 连通 流 形 , 本 节 继续 分 析 在 一 维 圆 51 SS 


从 上 节 分 析 中 看 出 , 在 一 维 圆 环 51 环 上 运动 的 粒子 可 看 成 是 平 
学 体系 来 进行 分 析 ， SN 


式 
多 连通 空间 中 的 传播 函数 。 在 二 维 空间 半径 为 R wf rm 
拉 氏 量 为 


宫 汉 3 人 V0), V ,Koh -人 (6.86) 


共犯 动量 O 
哈密 顿 量 

只 (6.87) 
注意 到 9 的 定义 可 相差 二 的 整 儿 种 , 故 可 将 作用 于 51 环 上 的 5 函数 表示 为 


in(0—0) _ * /A! 
@ = ee" $a) 


n [一 一 co 


= > 6(9 一 0 + 2n)), (6.88) 


记 
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其 中 ， 


1 1 
pl (0) 元 有 9 人 


共有 性 质 9 一 0 + 2r 不 变 . 对 于 具有 此 性 质 的 周期 函数 组 成 的 希 尔 伯 特 空间 , 函数 
Pi(9) 正 交 完备 , 可 形式 地 记 为 


(0)=(0D, 》 DU=D, 


l= 二 —o0 


(010) =65(0 _ 0), i d9 |0) (0| =1, (6.89) 
其 中 , |9) 为 6 的 本 征 态 , 即 
010) = 010), 
1 为 i 的 本 征 态 , 即 4 


HD) = ID). 
此 外 , 由 于 yp1(9) 在 0 一 9+2r 的 变换 下 不 变 , 因此 动量 p 必 为 oo 人 和 


下 面 用 路 径 积 分 计算 两 态 问 的 跃迁 矩阵 


N 
leor lv) = him (Wl (T= ies + ) py), -站 
NS 


插入 完备 关系 (6.89) 式 得 


6.4 多 连通 流 形 上 的 路 径 积 分 与 Aharonov-Bohm 效应 . 185 . 


对 (6.92) 式 中 的 变量 9 作 与 (6.84) 式 相同 的 变换 , 得 
(slew { -BATY 网 


T 十 oo N-1 Ooe dp; 
= Ja | dON | dg ), 好 (On)wi(00) [I (| 器 ) 
下 戏 j=1 证 


有 二 一 Do 


N to0 2n (n+1) i p2 
x] [| >》 | dg/ | exp 和 egranzm-e (和 rr) 
nj J=1 


j=1 二 一 ooe 272 


入 一 1 


加 ym | | sowaoo > TI (| 骂 ) I | d0jV7(ONw)VWi(bo) 


n=—00j=1 7=1 
i 
x exp 人 (ae 十 0jN27m) — eH(p;, 0)} : (6.93) 
(6.93) 式 与 (6.85) 式 相 当 , 这 表明 (6.89) 式 等 形式 表示 与 约束 体系 的 路 径 积 分 六 
当 . 进一步 取 
VF(ON)=6 (0N—0), Wi(00)=6 (0 一 bo)， 94) 
则 (6.93) 式 变 成 多 连通 空间 费 恩 曼 传播 函数 


oo N 
K (oto; Oa,ta) = lim 


Oo 


-二 中 人 


n= 二 ~ 


(6.95) 式 与 通常 的 路 径 袍 分 表达 式 基 本 相同 , 仅 边 界 条 件 换 为 6 (如 ) = 0 + 2rm, 表 
明 在 圆 环 51 上 , 96 一 0。 与 06 一 0 十 2xn 没有 区 别 . 而 体系 的 量子 传播 函数 应 为 所 
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有 的 又 加 , n 称 为 绕 数 . 绕 数 ”的 出 现 是 由 于 51 环 的 拓扑 结构 所 致 , 其 中 51 环 
为 多 连 道 空间. 
Aharonov-Bohm 效应 ”现在 介绍 Aharonov-Bohm 效应 中 , 并 利用 空间 多 连 
道 性 来 检验 规范 势 的 物理 意义 . 众所周知 , 带电 粒子 在 电磁 场 中 的 运动 遵守 牛顿 运 
动 方程 
m= 二 e (& 十 2 x 5) . (6.96) 


(6.96) 式 右 端 为 由 电场 巨 与 磁场 B 决定 的 洛 伦 效 力 公式 . 将 上 面 方程 写成 正则 形 
式 , 则 体系 的 拉 氏 量 函 数 为 


L(z,z,t) = zm + < .A eb. (6.97) 


这 里 必须 引入 矢 势 4 与 标 势 6 


10A 
B= VR (6.98 
共 罗 动量 


哈密 顿 量 
H=ps-L=2 (p— <A) 十 gf AN Ga 


个 场 在 物理 上 似乎 是 全 同 的 . 当场 强 E, B 用 势 4,6 表 
由 势 的 导数 表示 ， "ww 


A— A'=A t)， 
ee A cb 


(6.101) 


而 规范 变换 


pp 
和 


场 强 , 不 改变 运动 而 也 不 改变 所 有 物理 上 可 观察 量 . 这 种 不 变性 称 为 规范 
不 变性 . 


OD Aharonov Y， Bohm B. 1959. Phys. Rev., (115): 485. 


2 10A’ 
< ] -Hr Vo =E. 
Re 由 后, 势 4,4 并 没有 唯一 确定 , 势 的 规范 变换 不 改变 


6.4 多 连通 流 形 上 的 路 径 积分 与 Aharonov-Bohm 效应 ,人 


当 用 正则 量子 化 方法 过 渡 到 量子 力学 时 , 须 从 哈密 顿 形式 (6.100) 式 出 发 , 获 
得 奋 定 刘 方 各 


0 1 2 
hy 3 去 (p -A) 十 cd wp (z,t). (6.102) 


可 以 证 明 , 苹 定 谓 方 程 也 具有 规范 不 变性 , 即 作 规 范 变 换 ((6.101) 式 ) 时 , 波 函 数 作 
如 下 变换 | 
Vo =vorp { 直 f (6.103) 
后 , 新 波 函数 仍 满 足 相同 的 薛 定 刘 方程 
hw | (pA ) toed | (6.104) 


2m 


且 概率 密度 , 概率 流 密 度 等 可 直接 测量 的 物理 量 都 与 规范 选择 无 关 . 这 样 似乎 所 有 


4,9 仅 为 分 析 方便 而 引入 , 本 身 就 具有 不 确定 性 , 并 没有 实质 性 物理 意义 : 如 果 
场 具 有 相同 场 强 但 其 势 4,% 不 同 , 则 这 两 场 在 物理 上 视 为 全 同 , 这 说 法 对 吗 ? 
1959 年 Aharonov 与 Bohm 分 析 了 这 个 问题 , 提出 如 下 实验 (图 Ep 
顿 


物理 可 观察 量 都 是 规范 不 变 的 , 或 者 说 , 似乎 电磁 场 强度 可 决定 所 有 电磁 效应 ， AN 


子 源 射出 的 电子 几乎 具有 相同 的 能 量 E, 屏 后 细 螺 线 管 产生 静 磁 场 B = 
假设 螺 管 足够 长 使 螺 管 外 无 磁场 , 仅 有 矢 势 4， AS 


L= ms? + ep. A eV (z), 


SA 


Gaim 


® 
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在 研究 中 假设 螺 管 内 V(z) 值 很 大 , 从 而 使 得 电子 不 能 进入 管内 . 
下 面 计算 体系 的 费 转 曼 传 播 函数 . 采用 Weyl 序 : 


1 
Am = Ti Ll, 下 二 了 (7 十 四， 
则 
K (zo,to; Toa, a 
十 oo 人 一 N 
-=m | dl 于 ye on 2 [pj;Ax; 一 oo 


oo N-1 


si a Ar? ~ ceV (zj) + AwjA(T 


=| DrWerw {5 dtro+ | dz4 四 上 (6.107) NO 
ta Ta 
式 中 , Lo 为 无 矢 势 的 拉 氏 量 . 类 似 前 面 关于 51 上 运动 粒子 的 处 理 ， me KK 


T=(z,7,0); 0<r<o, 0&0< 2n, 


以 及 普 适 的 覆盖 空间 2、 
zx") = (2,7,0°), "=0+2nxn, n=0,+l,: 


则 可 获得 连通 空间 上 的 费 恩 曼 传播 函数 


OO 
K (zo, to; va, ta) = eic(bo-9o) > ena 人 > a 


n= 一 00 


其 中 ， 


以 , 天 势 4 有 实质 性 的 物理 意义 . 


一 27 让 
式 中 , K(™ 的 下 标 0 表示 无 矢 势 时 天 Cn) yi 所 


mm 


1. 对 第 了 类 约束 {0;}, 有 {09;,0;}pB 个 det #0， 0 (6.17) 式 , 请 证 明 
所 有 约束 间 狄 拉克 括号 为 零 , 奴 王 本 式 . 


2. 对 含有 2k 个 第 开 类 约束 全 


和 体系 格林 函数 生成 泛 函 可 表示 为 


iDp; Ia )[det({6i， 6 到 6 让 Je dtlp;g —H(p,o)] 
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7.1 ”正则 相干 态 , 路 径 积 分 的 全 纯 表 述 


1926 年 , 苹 定 币 为 了 寻找 最 接近 经 典 规律 的 量子 态 首先 提出 了 相干 态 的 概念 . 
20 世纪 60 年 代 , 相干 态 得 到 系统 的 发 展 , 并 被 广泛 应 用 于 量子 光学 、 泛 函 积分 、 统 
计 物 理 、 超 导 理 论 、 量 子 场 论 等 领域 . 相干 态 具 有 一 些 独特 的 性 质 , 例如 , 它 是 洒 没 
算 符 的 本 征 态 , 并 且 是 具有 最 小 不 确定 性 的 量子 态 , 因而 也 是 最 接近 经 典 情况 的 量 ~ 
子 态 . 量子 相干 态 具 有 特殊 的 完备 形式 , 它们 满足 归 一 条 件 但 不 满足 正 交 关系 . . (人 
粒子 数 表象 ”一 维 经 典 谐振 子 系统 的 哈密 顿 量 为 N 
D2 


mm 
H= 一 十 一 w202. 
te 人 


人 ~ 
在 量子 力学 中 , 微观 粒子 的 波 粒 二 象 性 是 通过 正则 坐标 和 正则 动量 满足 的 不 关 
7 


系 来 体现 的 , 即 


区 , = 访 
可 以 将 正则 坐标 和 正则 动量 重新 线性 组 合成 两 个 量 纲 为 一 非 厄 米 NM\, 心 


且 有 
Se 过 bt, [f, a 一 一 (7.6) 
即 6+ 与 5 是 使 能 土 TW 价 梯 算 子 , b+ 称 为 产生 算 子 , b 称 为 漂 没 算 子 . 


因此 哈密 顿 体形 电离 散 能 量 谱 


m=) n=0,1,2,... (7.7) 
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注意 到 态 矢 空间 有 正定 度 规 
lbin)l? = (nit bln) > 0， (7.8) 
由 此 易 证 能 量 本 征 值 有 下 限 , 但 没有 上 限 . 称 能 量 本 征 值 最 低 的 态 为 基态 , 记 为 |0)， 
它 必 满足 
io) =0， 启 0) = hl0). (7.9) 
从 基态 |0) 出 发 , 重复 应 用 算 子 让 , 可 得 其 他 本 征 态 . 由 于 算 子 让 每 次 使 本 
征 值 增加 1, 设 基态 |0) 已 归 一 , 并 要 求 其 他 态 矢 |n) 也 归 一 , 则 有 
1 ， n 
5 |0). (7.10) 
In) 也 称 为 粒子 数 算 子 N = + 的 本 征 态 , 即 


网 = 


® 


NIn) =nin), n>0. (7.11) 
由 对 易 关 系 (7.4) 式 和 (7.10) 式 易 证 


bn)= Viiln —1), (0) 
btln)= Vantin + 1). SS ; 


本 征 态 集合 {|n)} 满足 如 下 的 正 交 归 一 和 完备 性 条 件 : 


ec 
De in)(n| = 1, (人 RN 
n=0 0 


可 组 成 粒子 数 空间 (Fock 空间 ) 的 基底 .Fock ; oh 1) 可 用 
基底 展开 , 即 QO 


WD = Don) = Yo EN), RN (7.14) 
相干 态 表象 ”现在 我 人 Fock 空间 中 罗干 态 表示 对 基 矢 作 么 正 变 
换 , 取 么 正 算 子 为 
(z) ezi zd 
oo 
| 分 :二 eb -2 |0) = ee 10) = 人 |n) (7.15) 


入 
\ 
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(7.15) 式 称 为 相干 态 , 它 是 无 穷 多 粒子 数 状态 的 到 加. 
么 正 算 子 D(z) 相当 于 算 子 b,5+ 的 平移 算 子 


[6, D(z)] = zD(z), D+(z)bD(z) =b +z, (7.16) 


[b+, D(z)] = 2*D(z), D+(z)dt D(z) = ot + 2*. 


以 上 引入 的 相干 态 {|z)} 具有 如 下 性 质 , 即 
(1) 相干 态 |z) 是 淹没 算 子 》 的 本 征 态 , 即 


pz) = 6D(z)|0) = [6, D(z)]|0) = zD(z)|0) = z 12). (7.17) 


由 于 非 厄 密 , 故 其 本 征 值 z 必 为 复数 , 是 Fock 空间 上 连续 的 复 参 数 . 
(2) 相干 态 |z) 是 最 接近 经 典 态 的 量子 态 . 量子 态 存在 海 森 伯 测 不 准 关系 , 即 


AzAp> 2 


Az = ((z2) -- (z)2) Ap= ((p2)》 一 (D)2)， 7.18) 
而 相干 态 |z) 相当 于 在 (7.18) 式 中 “> ”符号 取 等 号 . 事实 上 , 由 于 


(zlblz) = z, (zlb+|z) = 2", 


SS (7.19) 
所 以 有 OO A 
XK SS 
人 )= 全 zlb+ + blz) = a ep 


(p)=i (alb+ 四 Cj = 人 WN 
人 ) 蒜 0 


_ mhw 


(22) pil 
于 是 , 可 以 计算 坐标 和 动量 的 
2 Og 
RS Ne) (0) = 
(A = 7) -= >, 
所 以 有 
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可 见 , 相干 态 是 具有 最 小 不 确定 性 的 量子 态 . 
(3) 相干 态 集合 {|z)} 具有 性 质 : 


非 正 交 性 (z|w) = ee- El 十 2 |(z| wl? 一 elz-wP 
d2z (7.20) 
过 完备 性 | 2) 


其 中 复 平面 上 的 面积 元 


d2z=dzdy = rdrdg， z 一 工 十 i = rei， 


d2z rdrdg _ rnt eig(n 一 2 ) 1 ~ 
| 竺 Be -| A ye ls > 网 例 汪 4 (人 
计算 中 用 到 了 公式 SS 
[ dOei(n—")0 — 276nn’, | dre 7” =nl. (7.21) 
0 0 


因此 , 希 尔 伯 特 空间 中 任意 量子 态 矢 |w) 可 用 相干 态 展 开 , 称 为 相干 态 表 参 . 


=| 守 Wew) Ne ES 
而 且 , 算 子 本 身 可 由 算 子 的 相干 态 平 均值 来 确定 . 例如 


H(p,q) =: eb’ #7 1A: (z|(p,q Ds. 


所 以 


其 中 ， 


Og (7.23) 


{zp} 上 的 值 , 而 且 此 系列 点 
上 z 的 相干 态 集合 {|z)} 是 


(7.24) 
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相互 非 正 交 , 或 
|(élz)P = el (7.25) 


处 处 非 零 , 因而 在 相干 态 表象 中 展开 的 表达 式 非 唯一 . 相干 态 表 象 {lz)} 的 过 完备 
特性 和 非 正 交 特 性 是 相干 态 的 重要 特征 . 

从 习 一 方面 讲 , 相干 态 集合 {lz)} 过 完备 , 说 明 存在 子 集 {|z%)} 可 以 组 成 完备 
集 . 下 面 着 重 分 析 zx 形成 复 z 平面 上 正则 点 阵 的 情况 . 令 


Zk 一 Zmn = MWw1 十 72v2， (7.26) 


其 中 , m,n 为 任意 整数 , wi 与 wa 线性 独立 , Im(w2wi) 关 0. 设 正则 点 阵 的 基本 元 胞 
面积 为 5, 则 可 以 证 明 

@ 如 果 5 < x, 则 集合 {|zmn)} 过 完备 ; 

@ 如 果 5 > x, 则 集合 {lzmn)} 不 完备 ; 

@ 如 果 5 = x, 则 集合 {|zmn)} 完备 , 且 如 移 去 一 个 态 矢 , 集合 仍 保持 为 完备 有 
但 如 移 去 两 个 态 矢 , 则 不 完备 . 

注意 , 若 将 复 xz 平面 与 经 典 相 空间 (z,p) 相对 应 , 则 面积 为 x 的 z 面 , 模 司 玫 面 
积 为 2 天 的 相 空 间 普 朗 区 (Planck) 原 胞 . 以 上 结果 表明 , 在 相 空 间 中 , 每 党 Pn 全 
原 胞 有 一 个 状态 的 分 布 是 完备 的 . 

当 5 = x, 即 当 每 个 普 朗 克 原 胞 选 一 个 相干 态 , 然后 去 掉 在 原点 的 真空 态 |0)， 
得 一 最 小 的 完备 子 集 {|zmn)}, 若 将 真空 态 |0) 按 基 矢 组 {|zmw) 衣 有 忆 IW 可 得 集合 
{lzmn)} 所 有 态 矢 间 线 性 关系 . 

Bargmann 表象 ”在 通常 坐标 或 动量 表象 ， 态 矢 涛 孙 数 怖 z) Cw)( 或 
Z(p) = (p| 罗 )) 为 复 函数 , 一 般 都 不 是 整 函数 . 而 对 于 项 本 太 0Xz*) 为 王 贸 数 . 采用 
整 函 数 来 实现 的 量子 态 称 为 Bargmann 表象 , 在 此 庆 昌 外 国 于 利 届 j 解 析 整 函数 理 
论 , 可 以 使 许多 问题 简化 . 将 (7.23) 式 中 风车 -人 用 因子 吸 收 到 积分 则 度 里 ， 而 把 整 
函数 作为 正 交 完备 基 的 空间 称 为 Bargman 空间 

约 化 相干 态 ” 选 定 Bargmannk 示 和 象 后 s 是 妈 是 选用 弘 膏 相干 态 为 基 矢 , 约 化 相 
十 态 (reduced coherent state) 的 丰 义 为 (用 半圆 括 统 总 泵 ) 


|z) = mY) = Dy 大 (7.27) 


我 二 全 
即 与 (7.15) 式 差 - 仆 归 内 也 易 证 


,G1)"] = na00" = 全 人 
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因此 

biz) = de?" |0) = [6,2 ] |0) = zezi |0) = z|z), (7.28) 
即 |z) 仍 是 淹没 算 子 5 的 本 征 值 为 z 的 本 征 态 , 且 |z = 0) = |0) 为 Fock 空间 真空 
态 . 约 化 相干 态 的 集合 {|z)} 仍然 满足 非 正 交 性 和 过 完备 性 


(lw) = 


7.29 
| aa lz)(z|=1, dp(z ) = dz -. ud 


Tt 


Fock 空间 中 任意 态 失 | (如 (7.14) 式 ) 到 约 化 相干 态 (7.27) 式 ) 的 投射 为 
a (7.30) ~ 
MD & (和 


这 里 %(z*) 为 z* 的 整 函数 , 因此 在 Bargmann 表象 中 , Fock 空间 的 态 矢 |w) 可 以 
用 整 函数 表示 . 因为 人 


Ooe 


(专人 =1= > lc ， 


n=0 
~、 
[cil <1 


又 由 于 
OO enl 因 Do 
Be < < oc， -Ss 
得 到 
(2*) 绝对 收敛 ， “9, 
于 是 , 通过 到 约 化 相干 态 上 的 投射 ， 机 SS a ) 转化 为 整 
函数 空间 中 的 态 矢 yw(z*)( 见 (7.30) 式 ). ee [Wp) 一 


一 对 应 , 可 作为 态 矢 |w) 的 一 种 表示 ， 
约 化 相干 态 与 粒子 数 算 子 本 怎 态 之 


三 fm(2) (7.31) 
均 为 整 函 数 ， rete (7.29) 式 , 取 粒 子 数 表象 矩阵 元 得 


EDGAR A ) = 6rmn. (7.32) 
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因此 , 希 尔 伯 特 空间 的 Bargmann 表示 , 即 在 整 函数 空间 (space of entire function) 
可 以 选取 正 交 基 矢 


水 1 * nN 
f(z i )”,， n=0,1,2,3,.…. (7.33) 
定义 内 积 


其 中 , 积分 测度 
二 et _ -lap dz : dy _ 2 
这 样 , 通过 约 化 相干 态 建立 的 Fock 空间 的 Bargmann 表象 可 以 将 量子 力学 玻 色 体 
系 Fock 空间 中 的 任意 态 矢 |w), 转化 为 整 函 数 空间 中 的 态 矢 . 
算 子 的 表征 (Symbol) “下面 分 析 在 整 函数 空间 中 算 子 的 特性 . 在 Fock 空间 


(7.35) 


中 任意 算 子 A(b 了 +) 可 表示 为 \ 
A= > Im) Amn nl, Amn = (ml| Aln). (7.36) 


在 Bargmann 表象 下 . 有 Se 


(z| Al|z’) = 》、 (zlm) (ml A jn) (n.|z’) = 》>， fm(2")Amnfn(z’) = Mz", 2)). 


m,n=0) m,n=0 4 
A(z*,z) 代表 算 子 4 = 4(2, 0+) 作用 在 Bargmann eared 芭 ， 
具 


称 为 算 子 4 的 表征 (symbol). 作用 于 Bargmann xs 


与 算 子 相似 的 代数 结构 , 下 面 分 析 其 特性 . 
7 十 *\ 7 十 水 A* os 
GOD) = (lb I) A he (138) 
而 且 ©O 
(Av)(z*) = (z| A(bS') Iy) RS (7.39) 
则 两 算 了 积 的 表征 为 各 算 子 表 箱 的 装 积 , 称 为 M 积 , 即 
(AB)(z*, z') = (2| CT )A(z*,w)B(w*,z) = (A* B)(2*,2). (7.40) 
可 将 算 子 4 排 成 形 其 即将 算 子 A(b, b+) 中 产生 算 子 排 在 左边 , 淹没 算 子 
排 在 右边 


AN es 》、 cprbt pl, 
k,l=0 
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那么 还 可 以 对 应 地 引入 算 子 的 正规 表征 


oo 
AN (2*, z') 续 > CplZ* KZ, 


k,l=0 


而 对 通常 算 子 的 表征 有 


Al(z*,2)=(z|Alz) = 》 cuztz! (zlz) = ”AN(z*, 2)). (7.41) 


k,l=0 
算 子 4 的 不 变量 一 迹 , 可 表示 为 
trA = auca)alAls) (7.42) 


路 径 积分 的 相干 态 表示 。 下面 分 析 传播 函数 .前 几 章 讨论 传播 函数 时 ,主要 采 ~ 
用 了 传播 函数 的 位 形 空 间 表 示 . 虽然 曾 提出 路 径 积分 的 相 空间 表示 , 但 其 坐标 及 动 。 “。 (人 
量 地 位 不 等 价 , 端点 坐标 又 固定 , 且 动 量 积 分 比 坐 标 多 一 重 , 因此 多 有 不 便 经 典 动 《< 

力学 多 用 相 空间 描述 , 相 空 间 具有 辛 结构 , 在 正则 变换 下 不 变 . 在 正则 量子 化 方 

中 , 采用 经 典 动力 学 的 泊 松 结构 与 量子 力学 算 子 的 对 易 关系 对 应 , 但 算 子 对 易 关系 

仅 对 笛 卡 儿 坐标 系 适 用 , 在 正则 变换 下 并 非 不 变 . 大 家 知道 , 物理 实质 应 忆 味 系 

的 选择 无 关 , 且 笛 卡 儿 坐 标 又 仅 对 平 直 空 间 存在 eye 

时 需 采 用 第 三 种 量子 化 方案 : 相干 态 表 示 下 的 路 径 积分 量子 化 ， 在 相 扎 态 的 路 合并 

分 表述 中 , 坐标 、 动量 用 等 价 形式 对 待 , 相干 态 本 征 值 的 连续 性 使 Hilbe 空间 态 矢 ASS 

指标 连续 , 从 而 易于 组 成 路 径 积分 . 另外 , 相干 态 为 最 小 测 不 准 态 ED 

演化 过 程 中 仍然 保持 不 变 , 因此 可 采用 不 同时 间 段 正则 化 方 沈 、 


je Nm 0) CQ 
= | av | op 0 (7.43) 


其 中 , 时 间 演 化 算 子 
Ut 一 ee 


而 演化 算 子 的 相干 态 表征 为 RN 


U(zt, za;t 5 bta)|zo) 
N 一 1 
Zo II CU (tk 大) a) 
k=0 
N-—1 N—1 


| ae 二 (7.45) 
k=0 


j=1 
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其 中 , 短 时 传播 算 子 为 
U(tpruyti)=1— sed, tx) + O(e?). 
若 已 排 成 正规 序 , 则 其 正规 表征 为 
UN (zt 1, Zk; tet1s tk)=1— seH(2yy zk; tr) + D(e2) 


i 
一 exp (aetaoa 区 | 十 O(e2?) 


因此 , 短 时 传播 算 子 的 表征 为 
ZL(2HT Zk; tet1, tk) = exp ER 3 RA] + O(e?). 


代入 (7.45) 式 , 可 得 演化 算 子 路 径 积分 的 相干 态 表征 


0 六 一 1 3 N-—1 
Uzb, Za; to, ta ,= | SY | 动 | 二 > 区 让 涡 
RS 


一 0 .7=1 1 k=0 


. N-—1 


i 
Se >》 (0)} 
k=0 


必须 指出 , 在 进行 路 径 积 分 计算 时 , 需要 讨论 两 种 独立 es 
其 相应 的 边界 条 件 分 别 为 


2 三 过 (二 这 这 不 三 安 .0 


(7.46) 


(7.47) 
4 


CN 


(7.49) 


注意 , 以 上 边界 条 件 对 每 条 复 路 径 的 另 一 ox gh 则 未 加 限制 
因此 (7.48) 式 中 指数 上 最 初 两 项 可 改写 


ee 
一 十 > ZEZk_1 tM NzN, NN > 


于 是 , 在 取 极限 后 可 将 ( Q es 


， : 
U(ze, Za; | Dz(t)Dz*(t) 
(tu) 


:ty 
x exp (四 十 | dt [iiz*z— H(z*,z%, )} : 
ta 


(7.50) 


(7.51) 


入 
“O 
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应 用 举例 ”以 强迫 谐振 子 为 例 , 讨论 其 相干 态 表象 下 的 费 恩 曼 传播 函数 . 
外 力 场 中 -一 维 谐振 子 的 哈密 顿 算 符 为 


H(t,b,t) = fw 区 十 3) — (tot 十 站 (7.52) 


于 是 , 在 相干 态 表 象 下 , 谐振 子 的 费 恩 曼 传播 函数 表达 式 为 


2 (t 三 襄 
U (ze, Za; to, ta) =exp{ ia (to | | Dz(t)Dz* (t) 
2 Sto) = 
x exp 人 人 十 ER 4 ， (7.53) 
其 中 ， 
: 
Rlz*, z| = | [2* (z+ iwz—iJ)— iJzdt. (7.54) 


ta 
用 稳 相 近似 方法 可 以 解 出 人 


Ul(zt, Za; to;ta) = exp {- 这 多 一 人 | exp {zzatty 十 FR 二] (对 


式 中 zc 为 下 面 运 动 方程 的 解 : 


* 入 
tne KO Re 
| ® 

©O 


(7.56) 式 满足 边界 条 件 z(t。) = za 的 解 为 
ea ds, NS (7.57) 
以 了 

于 是 (7.55) 式 指数 上 的 因子 变 为 


tp 
zZ8 zcl(te) + Ale zcl] zol to) + | RS (t) 
ta 


to 
*e | eiolto™s) J(s)ds 


4) te 
十 iza | eio(sto) J(s)ds 
ta 
to 


下 a dsT()e-w) (Ol —s) (7.58) 


Q 


za(t) = et te) +i 


7.2 SU(2) 相干 态 与 自 旋 相 干 态 .199. 


(7.58) 式 最 后 一 项 又 可 化 简 为 


to b 
| | dsJ (te (7s) J(s)O(t — s) 
So 中 注 


to th a a 
3 | | dsJ(t)le (0(t — s) + ei 0(s —t)]J(s) 


和 ta 


= 下 dt [ r= Hy (7.59) 


其 中 , 费 恩 曼 传播 格林 函数 


GE(t) = 元 ie 全 + ewtO(-t)| = Pt} (7.60) 
满足 
一 (把 + 中 Gr(lt—s)= 6(t— ss). (7.61) 


4 
其 侍 里 叶 变 换 (积分 表示 ) 为 六 
1% dw’ exp{—iw’t} 62) 


Gr(t) = 加 BD a 


结果 与 前 面 的 结论 (2.56) 式 一 致 . 


、7.2 SU(2) 相干 态 与 自 旋 相干 态 ~V, cS 


正则 相干 态 是 在 谐振 子 相 空间 中 用 平移 群生 成 的 相干 ; 
转动 群生 成 的 自 旋 相干 态 . 

转动 群 的 旋 量 表示 。 “SO(3) 与 SU(2) 群 是 最 简 顺 国 紧 影 攻 阿 风 从 QQon Abel) 
李 群 , 其 表示 论 , 即 角 动 量 理论 是 大 家 熟悉 的 内 容 偷 下 ,SU(2) 群 
为 单 秩 3 参数 李 群 , 其 生成 元 { 记 ,= 1 .903 呈请 民 《J 


(Jo, | = ie RN * (7.63) 


令 


(7.64) 
则 对 易 关 系 还 可 表 元 
Zz 三] 土 .六 ， [i, | 一 2./.， (7.65) 


Casimir 算 了 为 
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RE (7 es 0 (7.66) 

由 群 表示 论 知 , SU(2) 群 的 任意 么 正 不 可 约 表 示 Ti(g) 均 可 用 半 整 数 ; 标志 ， 

表示 空间 为 2; + 1 维 空间 , 可 选 (了 ?, 庆 ) 的 共同 本 征 态 六/ 作为 表示 Ti(g) 的 表 
示 空 间 基底 , 即 

fj) = pp), jp) = + Dp). (7.67) 


{|j,1)}, -jkh<), 
张 成 SU(2) 群 (2; + 1) 维 不 可 约 表示 希 尔 伯 特 空间 Hi 的 基底 , 而 六 起 阶梯 算 子 
的 作用 , 即 
Pj)=VOG+th+t DG jp+1), (7.68) 
T= VO-p+1D)G + 1), 


® 


且 
J |j, -7) =0, 


及 人 
也 由 = (st) (Fte), —)). 


矩阵 Ti(0,) 作用 可 以 获得 SU(2) 相干 态 
Im) = TH(06)|Wo), TI(0,) = ei 0 < OA XK 
其 中 , TI(9。) 为 作用 在 陪 集 空间 S? = SU(2)/U(1) (Or 见 骂 SS1 所 示 . 


按 7.1 节 记 号 也 可 记 为 
号 也 可 记 人 ot 
O 
> 


7.6 
SU(2) 相干 态 ” 选 |wo) € Hi 为 (2; +1) 维 表示 Ki 中 的 固 NA N 
CO 


SS 


入 
“O 
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Di(n) = 75(0) = ei+ 8/- (7.70) 
满足 
Di (ni) Di (n2) = Di (ns)exp{iA(ni, no, ms) (7.71) 
其 中 , A(n1,n2z,ns) 为 球面 52 上 以 (m1,mn2z,mnz) 为 顶点 的 测 地 三 角形 的 面积 . 
自 旋 相干 态 ”事实 上 , 选取 任意 矢量 |;, x) 作为 固定 矢量 Iwo), 所 得 相干 态 相 
互 等 价 . 但 是 取 / = +; 的 最 高 ( 低 ) 权 矢 , Casimir 算 子 2 的 色散 (AJ?) 最 小 , 故 
由 |7, 士 )》 决定 的 相干 态 体系 是 最 稳定 的 相干 态 . 以 下 选取 wo) = |j, 一 7) 作为 固定 
基 矢 , 来 作 细 致 分 析 . 利用 高 斯 分 解 | 
In) = T(06)|j, -7) = T(z4)T(h)T (2 )|j, -7) = ee NT(z4)|j, —)), 


其 中 , N 为 归 一 化 因子 . 若 选 轨 一 化 的 相干 态 (确定 到 差 一 常数 相 因子 ) 从 


令 
上 = NIé), 


其 中 , |6) 为 约 化 相干 态 , 则 人 
(€)=T(z24)|j, —j) = et]j, —)) 


-5 (i 内 (9 
~\ 


这 里 
N= (+) OO eS 
因此 , 得 XK XK 
[= 2 wi 人 
w= (Fr NE Ses) (7.73) 


利用 球面 的 极 射 投影 , 即 令 
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其 ,~ (FF) (sn 中 区 人 0. 这 样 得 到 的 相干 态 


5&) 是 局 域 自 旋 算 子 的 本 征 态 , 故 称 自 旋 相 干 态 . 


D(n)jD(n) :=n:.J=,), (7.75) 
|€) = -jlé). 


必须 注意 : 相干 态 |6) 不 再 是 固定 基 下 的 “ 汉 没 算 了 ”了 的 本 征 态 , 因为 由 (7.73) 
式 易 证 


了 6 = £(7 — j)|é), (7.76) 
je) = £1 + (7.77) 


为 获得 局 域 自 旋 算 了 , 在 82 上 各 点 上 = &(9,w) 可 取 活动 标 架 局 域 基 人 和 ~ 


万 三 1 了 了 三 Singcoswu 十 sin 0 sin ph, + cos 0.,, 


二 > sin0 (er 一 ev 了 — sin 0.,, 
eg 一 3 COSD (er 六 证 ev 了 ) — sin OJ,, SS 
， (se 祝 一 ev) ) 


eg 二 


2i 
由 {J,e0,ep} 组 成 52 各 点 局 域 活动 标 架 ,{eo, eu} 是 球面 的 局 
基 , 即 O 
eo,eo EN(S), J vc C2 (7.79) 
进一步 , 由 {eo,ep} 可 组 成 (局 域 基 下 的 “ 2 


e+ = eg 土 iee = cos? er se 
CS (7.81) 


即 相干 态 |&) 为 最 稳 
相干 态 |&) 是 守 空间 Xi 5 的 (27 十 1) 个 态 的 又 加 , 满足 过 完备 、 非 正 交 


条 件 : 
”@ 马 中 了 颈 . 2006. 物理 学 中 群 论 . 北京 ; 科学 出 版 社 , 119. 
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2j+1  d2e 
nT (1+ 丑 BE)2. 


| sO = 1 asg= 
(1 + €7)» 
(1 + |é|2)7(1+ m2)7 
自 旋 相干 态 提供 了 处 理 自 旋 体系 希 尔 伯 特 空间 的 基底 . 希 尔 伯 特 空间 存在 SU(2) 
群 变 换 对 称 性 , 转动 群生 成 元 可 采用 固定 标 架 {i,j} 集合 , 也 可 采用 局 域 标 架 
{el ,三 } 集合 (以 上 两 组 标 架 Cartan 称 为 第 1、 第 1 参数 群 ). 
相干 态 是 局 域 自 旋 的 本 征 态 , 即 
Jr|é) = —j|é), 
e_|é)=0. (7.84) 


相干 态 | 也 是 使 Casimir 算 了 J 具有 最 小 色散 的 稳定 态 , 满足 


(7.82) 


(éln) = 


7.3 ”量子 态 演化 的 几何 相 因 子 Berry 相 be 


研究 量子 力学 体系 时 , 常 将 其 动力 学 变量 分 为 两 类 : SN 
另 一 类 是 随时 间 缓 慢 变化 的 . 将 慢 变量 固定 , 作为 背景 参量 , 先 恋 量 的 基 
子 力学 问题 , 然后 允许 慢 变量 变化 ， Oe 本体 1 R 


玻 恩 - 奥 本 海 默 (Born-Oppenheimer) 近似 就 是 采用 这 种 
分 析 了 此 问题 , 注意 到 量子 态 演化 时 存在 不 可 积 几 何 相 得 Yi 


本 节 对 此 作 一 简单 介绍 . 
绝热 近似 下 量子 态 的 演化 假定 体系 哈密 起 量 -人 


万” 
ee + Vv ©O (7.85) 


变量 (如 电子 的 动量 和 


位 置 ) 用 玻 思 燃 本 海 扶 近似 
作 参 变量 , 先 求解 快 变量 哈 启 缠 量 砚 林 征 值 及 本 征 沦 


1R)= 一 +V(R,7) 
< h(p,7; R)|n, R) = en(R)n, R). (7.86) 
当 RR 随时 间 缓 慢 变 化 , 议 = R(t), 这 时 h(R(t)) = h(p,7; R(t)) 通过 参量 R(t) 依赖 


时 间 t, 能 量 不 是 守恒 量 , 体系 不 存在 严格 定 态 , 应 解 含 时 蓄 定 滋 方程 


(7.83) 


(7 二 2 一 电 六 | =0, SS 
(AD)= (1 (7 ) + (J))=7. 
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1 5(D)) = RCO) TOE). (7.87) 


实际 上 , 在 求解 过 程 中 ,可 以 假设 R(t) 随时 变化 得 非常 缓慢 仍 存在 (RD)) 的 瞬 
时 本 征 态 (instantaneous eigenstate), 即 


RCR Nn, RO)) = en(R(E))In, RE)), (7.88) 
并 且 假 定 本 征 态 集合 {|n, R(t))} 瞬时 正 交 完备 , 即 满足 
(n, R(t)|m, RA)) = Gm. (7.89) 


将 (7.87) 式 中 的 态 用 瞬时 本 征 态 {|n, R())} 展开 


200) = TE cute the, Re)), (7.90) 


再 代 回 (7.87) 式 , 并 利用 (7.89) 式 可 得 人 、 
Gn = One J escem (at) -en Rt) nt RS In, RO)). (7.91) 


此 外 , 将 (7.88) 式 对 时 间 t 微分 , 可 得 ( 当 m nn) 


(m, RE)| In, RE)) 


tm ROO ROO) = — CR) 人 oa 


按照 绝热 定理 @( 绝 热 近似 ); 当 参 变量 R(t) 变化 足够 慢 Wa 大 ,A > 
万 时 ,有 


(7.93) 
CO 


Ro | | < len Rt) < 
©O 


(ROLE RG < ,Bh)) _ aR), (7.94) 


体系 将 存在 连续 的 瞬时 本 征 态 | 食 R( 闪 , 这 样 (7.91 和 起 可 表示 为 


(@ m, RS Im, R(t)), (7.95) 
对 其 积分 得 < 
( 


= “qs(m,R(s 妨 |m,R(s 
1) = C%, (0)e jastmRe)l 训 | (9) (7.96) 


DD Messiah A. 1972. Quaihitum Mechanics. Amsterdam: North-Holland Publishing Company, 
740. 


入 
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由 于 |m, R(t)) 是 可 归 一 化 的 , 将 (7.89) 式 对 时 间 t 微分 可 证 


Re {@ RDI SIm, RC))\ 一 0， (7.97) 
因此 
Cn(t) = Cnm(0)einrm 人 ， (7.98) 
ft 0 
yd) =1 i ds(m, R(S)|F-Im, R(s)), 
显然 yal) 为 实数 . 这 样 在 绝热 近似 下 , h 的 非 简 并 态 的 时 间 演 化 可 表示 为 


w(t)) = enGDe |, sen (ald) In, RE)), (7.99) 


0 KS 
nl) =i(n, RS In, RC) CN 


= h(i a (7. "KN 
Berry 相 ”1984 年 前 量子 力学 教科 书 都 认为 相 因子 角 y(t) 无 物理 意义 , 可 


以 吸收 到 态 矢 的 定义 式 中 . 1984 年 Berry 指出 此 相 因 子 y(t)(Berry 相 ) 及 ， 
并 且 可 能 存在 可 观察 效应 中 . 

设 RG) 沿 参数 空间 (RR 空间 ) 一 闭合 回路 C 运动 , 当 4 = Mea ES 
态 : R(T) = R(0), 则 Berry 相 


m0)=| a EO (, RO Rahn, ROO) Kg 


-让 dR(n, 玉 人 IVR R(t)) i Or (7.101) 
其 中 , 积分 在 RR 空间 沿 回路 C 进行 , t 为 回路 Ca 最 后 一 步 引 
入 了 “矢量 势 ” 


A(R) = i(n, R SN 四、 (7.102) 
量子 态 存在 相 因 子 任意 性 ， 当 态 入 |n, R(t)) 时 (相当 于 选取 一 定 规 
范 ), 有 
)N» elo Dn, ES (7.103) 
同时 会 引起 “矢量 势 ” 改变 
VRei® 四 ) iVrRO(R)e Dn, RG)) + ei oY RIn, RO)), 


A(R)Y AR) ~ VrO(BR), 


@®D Berry M V. 1984. Proc. Roy Soc. A, (392): 45. 
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但 Berry 相 ~(t) 是 规范 不 变 的 , 即 
ya(C) = 4 dRA(R) = | d8V x A= | i (7.104) 
Co Ss 


其 中 , 5 为 回路 C 包围 的 二 维 面 , 5 = 0. 
Berry 相 yn(C) 可 以 表示 为 穿 过 闭合 回路 C 的 “ 磁 通 量 ”. 以 上 分 析 要 求 沿 回 
路 C 积分 时 绝热 近似 条 件 (7.94) 式 必须 满足 ， 当 本 征 能 级 在 参数 空间 某 点 R 相 
遇 : sm( 忌 ) = en( 尺 ), 则 在 该 点 邻 域 内 绝热 近似 条 件 (7.94) 式 便 不 满足 , 这 相当 于 
在 RR 空间 存在 奇 点 , 而 点 R' 相当 于 “ 磁 单 极 ” 所 在 位 置 . Berry 相 加 (C) 相当 于 
由 这 些 “ 磁 单 极 ” 发 出 的 磁场 穿 过 回路 C 的 “ 磁 通 量 ”. 
此 外 , 在 以 上 分 析 中 , 曾 假设 参数 R(t) 的 变化 非常 缓慢 , 体系 存在 瞬时 本 征 态 
R(t)), 且 集 合 {|m, R(t))} 正 交 完备 , 而 且 所 有 讨论 分 析 都 是 以 它们 为 表象 基 矢 
进行 的 . 另外 , 在 量子 态 矢 希 尔 伯 特 空间 中 , 也 可 以 选择 相干 态 表象 来 进行 分 析 讨 
论 . 相干 态 |z) 是 由 连续 参数 z 标记 的 基 矢 , 且 集 合 {|z)} 过 饱和 , 存在 单位 分 解 式 


区 | dp(z)|z) (al. 


相干 态 是 使 希 尔 伯 特 空间 表象 变换 群 的 Casimir 算 子 具有 最小 色散 的 稳 省 络 胆 虽 
接近 经 典 态 的 量子 态 , 利用 路 径 积分 相干 态 表 象 进行 分 析 时 , 出 现在 费 恩 曼 传播 
数 相干 态 表 象 指数 上 的 相 因子 -上 dtz*2((7.51) 式 ) 就 是 Berry 相 因 钻 它 是 由 相 


干 态 交友 (内 积 ) 决定 的 几何 相 因子 , 是 希 尔 伯 特 空间 态 矢 的 不 盖 和 基因 年 代 大 
着 所 有 相干 态 取 一 个 共同 相位 的 障 得 . 虽然 Berry 相 不 是 由 人 将 9 斋 量 直接 次 
定 , 但 确实 影响 着 体系 的 动力 学 性 质 , 影响 着 体系 的 运动 部 入 
自 旋 体系 中 的 Berry 相 下面 以 电子 磁 共振 为 僵 仿 模 Bl 有 Ey 相约 六 征 . 
电子 具有 自 旋 角 动量 8 = (S-, 5,, 5.), 它 沿 窑 闻 菇 税 能 方向 X 桨 > 方向) 只 有 
两 个 可 能 的 投射 值 5, = 二 电子 的 固有 左 丝 


[3 
=-oN 5s, 
KH 9 3 


自 旋 体系 不 能 用 经 典 正则 戏 盟 潭 负 写 , 但 可 用 族 量 的 二 维 表示 空间 来 描写 . 把 
对 应 于 5, = 十 5 的 两 个 态 人 PR 交 


4 0) 


则 自 旋 算 子 为 
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其 中 , 泡 利 矩阵 的 表达 式 为 
汪 “1 a 0 一 1 0 
六 1 0 ) Vy i 0 ， OO; 0 1 é 
车 电子 在 外 磁场 B = (B。, B,, Bs) 中 运动 , 则 体系 的 哈密 顿 量 


B,  B.-iB 
Ho pp( 0 


Bs+iB,  -B; 
由 本 征 方 程 可 得 体系 的 能 量 本 征 值 


Er = +t/B2+ B2 十 B2 = +uB. ~ 
假定 体系 状态 随 外 磁场 B = B(t) 缓慢 变化 , 外 磁场 B 是 三 维 欧 氏 空间 (多 (人 
空间 ) 的 矢量 , 而 体系 能 级 简 并 仅 会 发 生 在 参量 空间 的 原点 . IN 
自 旋 相干 态 提供 了 处 理 自 旋 体系 希 尔 伯 特 空间 的 基底 . 自 旋 相干 态 |&) 是 后 
自 旋 的 本 征 态 


rl6) = 3, e-lé)=0 
设 外 磁场 B(t) 绕 空间 固定 坐标 z 轴 以 固定 夹 角 0 进 动 , 周期 了 = SN 


B(t) = (sinbcos 0b(t), sinbsind(t), cos 四， 9(t) = co 
0 GS 


.B= cosb sinbe-i 
加 sin gei cos A 
易 证 局 域 自 旋 本 征 态 为 
Sin Cy i9(t) cK IN 
集合 {|&)} 满足 非 正 交 条 


(nlé) = m6 
是 过 完备 的 , 日 存在 刁 位 分 解 式 


| 宏昌 (| =I. 


分 
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类 似 7.2 节 讨论 , 可 得 费 恩 曼 传播 函数 路 径 积分 的 相干 态 表示 


Eg (tp)=zF 


Bb 2 加) 十 dt[ihiz*z— H(z* ol 
Dz(t)Dz* (t)e ， 计 .。 ， 


了 | 


(ta 三 2 


其 中 , 指数 上 的 相 因子 


C 


这 于 于 0 0 
< i ~Y(T) | dti z*z = | dt (es =, Sin ge | 
0 0 2 2 
0 
B(W/B | feo) 
9 =-30 -eos0)| dt 一 一 
图 7.2 


dt 六 从 
当 了 = 所 时 , 在 参数 空间 形成 闭合 路 径 C, 则 Berry 相 人 


es -3(1 sb -a2(0), 


ge. 
2(C) = 2x(1 — cos0) SS 


为 旋转 磁场 B(t) 经 历 一 个 周期 后 在 参数 空间 中 所 张 的 立体 角 ， SN EN 
在 参数 空间 的 单位 球面 上 ， en ne 


外 


当 它 们 张 有 相同 的 立体 角 , 就 会 具有 相同 的 Berry 相 Nm 
何 相 因 子 . 另 一 方面 ， Re 
指数 上 的 因子 相当 于 经 典 作用 量 泛 函 : 

S[z(b = | 人 人 


对 固定 端点 作 变 分 , 由 85 = 0 , 珊 竹 A 


=Bxn, 
t 


这 是 经 典 陀螺 的 运 友 ; 力 成 正比 , 且 速 度 与 力 方向 垂直 . 经 典 陀螺 在 相 
空间 中 运动 , 当 沿 曲线 C 转 一 圈 后 会 相差 一 个 相 角 A0。, 即 Hannay 角 , 它 
相当 于 量子 体系 Berry 叶 因子 的 经 典 对 应 .上 


@ Hannay J. 1985. J Phys. A, (18): 221. 
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7.4 动力 学 对 称 群 与 量子 相 空 间 , 推广 的 相干 态 


对 称 性 与 对 偶 性 在 理论 物理 中 起 着 十 分 重要 的 作用 , 在 量子 -经 典 对 应 中 , 对 
称 性 及 其 破 缺 仍然 起 着 重要 作用 . 

研究 动力 学 体系 对 称 性 的 基本 数学 工具 是 群 论 . 经 典 动力 学 哈密 顿 体系 的 基本 
结构 是 相 空 间 的 辛 结构 . 这 里 要 分 析 的 不 仅 是 位 形 空间 上 的 对 称 变换 , 而 且 要 着 重 
分 析 相 空间 保持 辛 结构 不 变 的 正则 变换 , 分 析 动 力学 对 称 变换 集合 : 动力 学 对 称 群 . 
用 动力 学 对 称 群 研究 动力 学 体系 的 可 积 性 , 动力 学 对 称 性 破 缺 导致 的 相 变 , 以 及 体 
系 不 可 积 所 导致 的 混沌 的 出 现 . 

态 爱 加 原理 说 明 量 子 力学 的 数学 结构 基本 上 是 线性 的 ， 量 子 力学 波 函 数 为 希 
尔 伯 特 空间 中 的 态 撩 , 基本 物理 观察 量 的 集合 组 成 自 伴 算 子 的 体系 , 其 代数 结构 由 
对 易 关 系 组 成 , 其 指数 映射 形成 动力 学 群 . 

为 分 析 量 子 -经 典 对 应 , 通常 采用 路 径 积分 量子 化 . 当量 子 改正 未 明显 改变 经 
典 相 空间 的 结构 时 , 采用 WKB 半 经 典 近似 ( 见 第 3 章 ) 可 以 得 到 许多 有 意义 的 续 
果 . 进一步 , 当 采 用 推广 的 相干 态 路 径 积 分 量子 化 时 , 则 用 动力 学 对 称 群 的 表示 空 
间作 为 量子 相 空 间 , 由 于 量子 相 空间 具有 丰富 的 几何 结构 : 复 结构 与 辛 结 哆 , 半分 
便利 于 分 析 量 子 .经典 对 应 . 后 面 还 将 介绍 基于 推广 的 相干 态 路 径 积分 的 半 量 子 让 
似 , 可 使 有 效 作 用 量 包括 量子 改正 的 主要 阶 (leading order), 有 利于 询 析 混沌 现 演 
中 的 量子 涨 落 . 

动力 学 对 称 群 ”本 节 将 介绍 量子 力学 体系 的 动力 学 对 称 群 。 尖 柳 哈 售 顿 体系 的 
附加 对 称 性 (hidden symmetry). 着 重 介 绍 动力 学 简 并 群 DDG (namic degsSeracy 
group) 与 动力 学 对 称 群 DSG(dynamic symmetric group) 及 丙 人 更 要 概念 .后 者 叉 
简称 为 动力 学 群 (DG)， 最 后 介绍 基于 动力 学 群 而 奸 皂 第 扒 刀 入 干 态 \ 下 节 中 为 简 
单 起 见 , 省 略 了 算 符 上 的 ““” 记 号 . 

以 大 家 热 悉 的 氧 原子 为 例 , 在 位 形 空 舞 赴 势能 是 有 O(3) 叉 黎 性 , 角 动 量 算 子 


L=7Wp 
与 哈密 顿 量 算 子 
a 
>» 2m > 
对 易 , 是 体系 的 守恒 量 
[H, Dl Ee 0， [Li, Ljl = i€ijkg Lk. (7.105) 


一 般 的 中 心力 场 在 意 形 空间 变换 下 具有 O(3) 对 称 性 . 而 对 于 氧 原子 , 在 相 空 
间 中 还 具有 附加 对 称 性 . 事实 上 , 氨 原 子 动力 学 简 并 群 为 SO(4) 群 , 与 哈密 顿 量 万 
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交换 的 守恒 量 除 角 动量 外 ， 还 有 Runge-Leng 矢量 
A=rxp+ ui 
网 


容易 证 明 
[H, 4] = 0. (7.106) 


Runge-Leng 矢量 4 指向 椭圆 轨迹 主轴 ， 大 小 比例 于 轨迹 偏心 率 , 在 空间 转动 群 
O(3) 的 作用 下 , 按 矢 量 算 子 变换 


[Ai, Lj] 一 ieijk Axk, (7.107) 


[Ai, A;] 一 —2ieijk HLek. (7.108) 


注意 集合 {Li, 4;} 并 未 形成 封闭 的 李 代 数 , 仅 当 含有 哈密 顿 量 五 时 才 封 闭 , 且 对 
易 关 系 是 非 线性 的 . 

当 (7.108) 式 中 五 用 某 一 束缚 态 能 量 值 B(< 0) 代替 后 , 则 集合 {Li;, 4;} 形 笋 
so(4) 代数 , 亦 即 当 气 原子 处 于 确定 的 束缚 能 态 时 , 体系 按 SO(4) 不 可 约 表示 变换 ， 
体系 哈密 顿 量具 有 SO(4) 对 称 性 . 若 令 ge SO(4), 则 


g Hg=H. 


但 基态 无 此 对 称 性 ,gjwo) 承 |wo), 所 以 基态 是 简 并 的 , 这 是 由 于 依 原 全 这 穆 特 殊 上 把 
心力 场 造 成 的 偶然 简 并 (accident degeneracy). 

大 家 已 熟知 , Casimir 算 子 为 对 称 群 不 可 约 表示 中 的 压强 量 ,WW926 年 兴 利 将 气 
原子 的 哈密 顿 量 表示 成 动力 学 简 并 群 ( 即 50(4) 群 ) 的 Casfim 训 站 子 @@VY 的 函数 ， 
并 对 氧 原子 能 级 进行 了 分 类 . 

下 面 进一步 分 析 在 对 称 群 不 可 约 表示 忆 纺 线 攻 子 SertwiainSoperator), 又 称 
谱 间 跃 迁 算 子 (类 似 于 谐振 子 的 阶梯 算 了 外 {5; 0) 但 们 生 雇 和 区 李 代 数 又 称 为 谱 生 
成 代数 SGA(spectrum generating ”algelb 恒 ), 其 撒 数 映 身 骨 岛 得 到 动力 学 对 称 群 DG. 
可 积 体系 所 原子 的 动力 学 群 为 32(4, 2), 这 将 在 下 面 知 S 中 认真 分 析 . 这 里 仅 简单 
指出 , 对 于 动力 学 群 中 一 般 群 元 莉 sfDG.， 


g HAH, glyo) # ho). 


量子 力学 中 大 咎 物 居 观察 量 的 集合 {4。} 组 成 自 伴 算 子 体系 , 它们 (包括 哈密 
顿 量 互 在 内 ) 常 可 以 寺 示 为 基本 算 子 集 {T;} 的 函数 


H=H(T), 4 = 4a(T)， [TT = C8T. (7.109) 


7.4 动力 学 对 称 群 与 量子 相 空间 , 推广 的 相干 态 .211 . 


基本 算 子 集 {T} 组 成 的 李 代数 称 为 动力 学 体系 的 动力 学 代数 , 其 指数 映射 为 动力 


学 群 (DG) 
G = {ep (3%5)} (7.110) 


并 且 按照 量子 力学 要 求 , 上 面 的 映射 必须 为 么 正 指数 映射 . 量子 力学 中 的 希 尔 伯 特 
态 矢 空间 Xt 为 动力 学 群 的 表示 空间 , 常 可 分 解 为 动力 学 群 不 可 约 表示 空间 ?tr 的 
言 和 
H= @Y dr, 

其 中 , dx 为 不 可 约 表示 的 简 并 度 . 

几 个 常见 量子 力学 体系 的 代数 结构 ”下 面 举 些 简单 的 例子 来 说 明 量子 力学 体 
系 有 关 代 数 结构 方面 的 特点 . 

例 1 ” 维 谐 振子 体系 的 哈密 顿 量 为 


$= -Ca + 访 ) 
__l1 i SS 
ee a D), “CY 
它们 满足 © © 
[2,6t] =1. 3) 
一 维 谐振 子 体系 的 动力 学 代数 为 Heisenbery -Weyl A 
ha = {Db b+, Ln = bth 
CC 
这 站 个 代数 元 素 满 足 对 易 关 系 (7.113) 
[Rh, bt] 六 (7.114) 


其 余 对 易 子 为 零 . ha 为 2 
空间 , 基底 由 {|n),n 二 0 


李 代 数 , 其 届 京 的 希 尔 伯 特 空间 为 振子 Fock 
, 都 是 哈密 顿 量 万 的 本 征 态 : 


(n+ 3) hiln). 19) 


Heisenbery—Weyl GO 组 成 的 Heisenbery-Weyl 群 万 为 谐振 子 体系 的 动 
力学 群 . 


入 
RC 


H= 3(p? 十 w27z2) = (Bri+ 3) hw, “AX\、 
其 中 已 取 振 子 质量 m = 1, 并 选 振子 的 产生 、 沽 没 算 子 {6i, 计 } 为 量 纲 为 一 算 子 , 即 
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例 2 自 旋 为 7 的 纯 自 旋 体系 ”该 体系 的 动力 学 群 为 SU(2), 动力 学 代数 由 
{ 记 ,.)_ ,加 } 组 成 : 
[7 7 = 2 加 ， [ 广 , 广 ] = 土方. (7.116) 
它们 组 成 单 秩 三 维 单 李 代数 su(2), 相应 的 希 尔 伯 特 空间 为 su(2) 代数 的 (2j + 1) 
维 不 可 约 表示 空间 , 其 基底 由 


组 成 , 其 中 ; 可 为 任意 整数 或 半 整 数 , 标志 着 su(2) 李 代数 的 Casimir 算 子 Co = 哺 
的 本 征 值 : 
fljm) = 77+ Dljm), ljm) = mlim). (7.118) 
对 于 自 旋 为 ; 的 体系 , su(2) 代数 的 二 维 表 示 和 矩阵 可 由 泡 利 矩阵 表示 , 自 旋 算 
子 {314, 9 _， 50} 可 表示 为 


a J a 1 
S+ 一 (91 土 02)， So 一 393. (7.1 


哈密 顿 量 可 表示 为 {5;, $_, So} 的 函数 . 通常 选择 使 了 容易 对 角 化 的 基 展 人生 
便 得 到 体系 的 能 谱 及 相应 木 征 态 . 例如 , 在 磁场 B 中 的 电子 , 选 B 沿 z 方向 见 


新 =-/B.S=--1/ 了 .50， 


能 谱 为 EE,, = -4Bm. 2 


对 于 比较 复杂 的 动力 学 体系 , 可 先 选 择 其 特殊 的 动力 六 
后 再 进一步 扩展 得 到 整个 动力 学 代数 . 
例 3 中 心 势 ” 体 系 具 有 中 心 势 场 时 可 以 进 4 


代数 so(2,1) 或 su(1,1). 生成 元 {Ki, i = 1,2,， 
数 , 实 形式 ) O 

[Ki, Kz] = -iK;, 2, Ks Wb, kN- jiK2. (7.121) 
体系 的 Casimir 算 子 为 KN 


2 K?.— K2, (7.122) 


体系 动力 学 群 为 SU , 其 不 可 约 么 正 表示 必定 是 无 穷 维 的 , 例如 , 下 
有 界 上 无 界 的 表示 的 {jk,m)} 为 


=/ 一 i (E+), 0), (7.123) 


AN (7.120) 心 
4 < 


7.4 动力 学 对 称 群 与 量子 相 空 间 , 推广 的 相干 态 .213 . 


满足 
K?|k,n) 一 大 (天 一 1)|k,n), 
Kslk,n) = (k + n)|k,n). (7.124) 
无 穷 维 不 可 约 表示 D1+(k) 的 最 低 态 |wo) = |k,0), Ki = Ki tiK2, K.|wo) = 0. 
例 4 和 氧 原子 前 面 已 经 分 析 过 所 原子 体系 的 动力 学 简 并 代数 { 工 , 4}, 其 对 


易 关 系 见 (7.105) 式 、(7.107) 式 和 (7.108) 式 组 成 的 so(4) 代数 . 代数 的 生成 元 也 可 
用 两 套 玻 色 振 子 表示 为 


L=rxp, Li= 3 (at oia + btoib), (7.125) 
1 1 
A= 2"P —p(7.p)— > (7.126) 


下 面 进一步 分 析 谱 生成 代数 (动力 学 代数 ). 与 前 面 so(4) 代数 对 易 的 谱 生 成 元 
有 


K 


3(°P 一 7) = 3(0 czb 十 ao2b)， 


K2=7r:p—i= 3 (a ob — Qo2b). (7.12 
这 三 个 算 子 都 是 与 转动 群 对 易 的 标量 算 子 , 它们 形成 so(2, 1) 李 代数 ,对 易 关 系 如 
(7.121) 式 . 以 上 九 个 生成 元 形成 的 李 代数 并 不 封闭 , 而 整个 动力 Fo 
两 个 矢量 算 子 


1 1 
2 2 
和 
M=rp, M:;= -3(op b 2 (7.131) 


其 中 ， > 


这 样 , 集合 { 工 , 4, Ko, Ki 成 动力 学 代数 so(4,2) , 它 是 3 秩 15 维 的 
非 紧 致 李 代数 . 相互 并 把 负 近 学 最 完备 集 ( 暂 忽略 自 旋 自由 度 ) 为 {H,L?, Ls}. 希 
尔 伯 特 空间 中 的 贡 


Kslnim) =n|n, 7 7)， (7.132) 
了 ?mt = + 1)n, l,m), (7.133) 


| 1 

人 3(0 a +b b+2), "A 
1 1 

Ki==(rp 128) 


入 
NO 
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i 


Lzlnim) = mln, l,m), (7.134) 


其 中 , n = 十 mn, 一 1 十 1,n' 为 径 向 量子 数 , 1 为 角 量子 数 , m 为 磁 量 子 数 ， 而 哈 


1 
二 

以 上 的 动力 学 代数 so(4, 2) 完全 揭示 了 和 氧 原子 的 整个 谱 函 数 结构 . 氧 原子 的 动力 学 
对 称 群 为 $O(4, 2). 

推广 的 相干 态 ”利用 推广 的 相干 态 来 实现 的 量子 体系 动力 学 群 的 表示 空间 ， 
称 为 量子 相 空间 , 是 量子 动力 学 体系 的 态 空 间 , 体系 各 动力 学 观察 量 可 表示 为 作用 
在 量子 相 空 间 上 算 子 . 7.1 节 曾 指出 , 谐振 子 体系 可 采用 Fock 空间 (粒子 数 空间 ) 
表象 , 进一步 还 可 采用 相干 态 表象 , 而 对 于 没有 经 典 对 应 的 动力 学 自由 度 , 则 要 采 
用 推广 的 相干 态 来 实现 量子 相 空 间 . 例如 自 旋 体系 , 自 旋 相 干 态 就 是 一 种 推广 的 相 
干 态 . 

当量 子 动 力学 体系 的 动力 学 代数 为 半 单 李 代 数 , 设 其 秩 为 1, 生成 元 为 n 维 , 则 
体系 便 有 ! 个 Casimir 算 子 , 它们 可 与 所 有 李 代 数 的 元 素 交换 , 其 余 (n 一 站 个 元 
素 必 为 权 空 间 上 的 升降 算 子 . 量子 相 空间 即 动力 学 群 的 不 可 约 表 示 空 间 , 它 # 福 可 由 
k= 3(n—)) 个 升 算 子 作用 于 最 低 权 态 |wo) 上 产生 ， 如 上 面 例 2 中 的 蝙 旋 /0& 
{Xi }, 其 动力 学 代数 为 su(2), 有 一 个 Casimir 算 子 j?, 有 一 个 升 算 乞 六， 而 整 尔 
(27 + 1) 维 不 可 约 表示 的 基 矢 {|jm)} , 可 由 


， (7 —m)! 7 jt+m|, ， 


生成 . 
在 7.1 节 中 , 曾 将 谐振 子 体系 在 Fock 空间 中 的 二 锋 畏 化 为 相关 浴 表 象 中 的 态 
矢 , 利用 产生 削 没 算 子 来 实现 标准 相干 态 


jz) = e020) (7.135) 


完全 类 似 地 , 利用 动力 学 代数 的 晶 降 咎 子 {X+} 作用 激 最 低 权 |wo) 上 , 可 以 得 到 推 
广 的 相干 态 

2 = eflp (> ZX i] |wo). (7.136) 
如 此 推广 的 相干 态 汲 晶 失 体系 希 尔 伯 特 空间 提供 了 一 种 连续 基底 . 例如, 令 G 代 
表 动 力学 群 , 妃 为 对 男 埋 态 矢 |wo) 作用 的 G 的 最 大 稳定 子 群 , 则 量子 相 空间 同 构 
于 陪 集 空间 G/H. 易 证 G/H 为 复 流 形 , 且 具 有 辛 结构 , 易于 分 析 量 子 -经 典 对 应 . 


习 题 7 .915. 


由 于 上 述 性 质 完 全 由 量子 力学 得 到 , 因此 对 于 没有 经 典 对 应 的 动力 学 自由 度 (如 自 
旋 体 系 ) 同样 也 适用 . 

量子 力学 体系 可 用 量子 相 空间 中 的 路 径 积 分 相干 态 很 好 地 描述 , 用 相干 态 公式 
计算 费 恩 曼 传播 子 时 , 体系 的 有 效 量子 作用 量 的 一 般 形 式 可 写 为 


S[z(t), z*(t)] = jer 人 om 有 四 — H(z(7), 2 人 (7.137) 


其 中 , 右 端 第 一 项 相当 于 Berry 相 因 子 , 而 且 在 一 般 情况 下 , 稳 相 轨迹 不 由 经 典 动 
力学 决定 , 所 以 , 体系 的 半 量 子 哈 密 顿 完全 由 量子 力学 决定 . 

比较 而 言 , 第 3 章 介绍 的 半 经 典 近 似 , 相当 于 在 经 典 动力 学 基础 上 加 以 量子 改 
正 , 这 仅 当 量子 改正 未 明显 改变 经 典 相 空间 结构 时 才 适 用 . 量子 相 空间 相干 态 路 径 
积分 的 稳 相 近似 常 称 为 半 量 子 近似 , 是 基于 推广 的 相干 态 在 量子 相 空间 上 的 路 径 积 
分 稳 相 近似 . 


® 


习 题 7 
1. 请 证 明 相干 态 是 具有 最 小 不 确定 性 的 量子 态 , 即 ((Az)2)((Ap)2) = 加 


2. 请 证 明 六 上 = 6(j 一 让)|， 六 上) = E71(j 十 训 )|), 并 进一步 证 明 自 旋 相 干 态 使 
Casimir 算 子 具有 最 小 色散 的 稳定 态 , 即 满足 : 


(J +2€j, -£7)) =0 


(A =( 训 一 (( 计 )() 二 (了 )”) = > 办 cS 


Xx” 
OS 


入 
“O 


第 8 章 ” 费 米 体系 相干 态 与 路 径 积分 ， 
超 对 称 量 子 力学 


8.1 Grassmann 变量 及 其 微 积分 , 费 米 谐振 子 
及 其 路 径 积 分 表示 
第 7 章 介绍 了 玻 色 体系 Fock 空间 上 的 路 径 积 分 , 现在 来 分 析 费 米 体 系 Fock ~ 
空间 的 情况 . 站 
Clifford 代数 。” 费 米 体系 受 泡 利 不 相 容 原理 约束 , 每 态 仅 有 一 个 粒子 或 无 粒 NN 
子 . 因此 , 费 米 体系 的 漂 没 和 产生 算 子 ij, af 均 为 寡 零 算 子 , 满足 反对 易 关 系 : 
{6i,67} = 6 {G07} =0= {0,01}. (8.1) 


由 任意 有 限 个 费 米子 生成 元 {6&;,6&;} 生成 的 Cliford 代数 为 有 限 维 ， 
系 常用 矩阵 表示 . 如 , 对 于 单 费 米子 体系 , 淹没 算 子 4 与 产生 算 子 4+ 满 


Gat}=1, {6,6}=0= {6+,6t}. 8.2 
CR Ad MG 
它们 可 用 一 维 矩 阵 来 表示 , 如 用 泡 利和 矩阵 XK 


再 定义 


3 o+10) =0, 


8.1 Grassmann 变量 及 其 微 积分 , 费 米 谐 振子 及 其 路 径 积分 表示 .217 . 


于 是 , 淹没 算 子 & 可 用 o. 表示, 而 产生 算 子 6+ 可 用 o 表示 . 
费 米子 体系 的 相干 态 , 仍 可 定义 为 泽 没 算 子 的 本 征 态 


&|8) = €16). (8.6) 
但 这 时 的 不 再 可 能 为 普通 的 复数 , 而 是 满足 反对 易 关 系 的 Grassmann 数 
{é, €} =0, &=(8) =0. (8.7) 


需要 注意 比较 (8.7) 式 与 (8.2) 式 , 区 别 开 费 米 算 子 与 Grassmann 数 . 费 米 算 子 是 
Grassmann 数 的 量子 化 , 费 米子 的 坐标 参数 是 Grassmann 数 . 


Grassmann 变量 的 微分 与 积分 ”这 里 将 介绍 的 Grassmann 变量 及 其 微分 与 ~ 
积分 具有 许多 新 的 特点 ， 由 于 Grassmann 变量 的 寡 零 性 , 其 任意 函数 f(&,E) 的 泰 4 (人 


勒 展开 仅 有 有 限 项 
JE， | 三 C0 十 dk 汕 C2€ 十 C3€é€ 日 人 
其 中 , ci 为 普通 复数 . 定义 相对 £(&) 的 导数 (5) 为 
0=0/0, 0=0/0, \ \ ) 
RN 
Of (é,€) = cl — C36, xC cp 
Ge 


Of (€,€) =c+ca6. (人 
运算 时 应 注意 反 交 换 Grassmann 数 的 秩序 , 要 将 相 最 左近 局 再 取 导 数 


去 掉 . 位 
对 于 Grassmann 变量 的 积分 , 为 要 求 A 变 吕 分 在 变量 作 
常量 7 平移 时 不 变 , 即 


ja 人 er =|4 


则 要 求 
|a=o 


为 此 Berezin 提出 灸 分 规则 : 


j= |ate=,, Ja=)a=0 (8.11) 
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有 de 与 dé 反 交 换 . 按 此 规则 , 对 于 一 般 函 数 /6, 旨 , 可 以 证 明 


EG B= 07(6,0), | agree 避 =51(68 (8.12) 
如 果 重 新 定义 变量 
区 
a 为 普通 常数 , 则 积分 
Of (和 , 
| acer 一 3 =a ) = | se/ ($) | (8.13) 


这 样 可 以 很 容易 地 将 上 述 定义 推广 到 多 个 Grassmann 变量 的 积分 情况 , 即 如 果 


& = Qijéy, .从 


这 里 重复 指标 求 和 , 令 det(ai;) 关 0, 则 
ea (&i) = 一 det(Qi;) [Usesress ). (8. 人 
关于 n 维 Grassmann 变量 的 高 斯 积分 , 有 3 
了 per .dénc § Aé — 23 Vdet A, AS 


Lo= i €2 A21€1 XO 
= | aaez4zese = 一 2412? Re EY 
其 中 (位 
4-( “CF A 
二 Eo 
14= | 
Oe “A. e)?) 


"dé44€1:..€4(Ai2 A34 — 413424 + 414425) 


又 如 


=4Pf(A) =4Vdet A. 


8.1 Grassmann 变量 及 其 微 积分 , 费 米 谐振 子 及 其 路 径 积 分 表示 ‘219. 


与 普通 多 维 高 斯 积分 进行 比较 : 
| (8.16) 


其 中 , 4 = (4i;) 为 n xn 维 的 对 称 和 矩阵 (8.15) 式 与 (8.16) 式 在 形式 上 很 相似 , 可 
统一 记 为 


士 革 


am: em 47 一 = (det A)+, (8.17) 


其 中 (+) 号 相当 于 Grassmann 变量 积分 ， 积分 测度 为 


(-) 号 相当 于 普通 高 斯 积分 , 积分 测度 为 


[©) = 810) = (+07+6)|0) = |0) + 710)é = |0) = €11). \ 
它 是 洒 没 算 子 4 的 本 征 态 , 即 


a|€) = a|l0) + dl1)€ = £1€) . oR 
费 米 相干 态 集合 {|6)} 同样 满足 : 


(1) 非 正 交 性 os 
. (€|€) =1+ée = 《 E> (8.20) 


(2) 过 完备 性 ， pa 


| an (= aaaee- se) 
= Ildell - 5) Xe (1|§) 
0) (0 


ED 


gl+ID (=I. (8.21) 
费 米 体系 的 ann 宝 间 ”类似 于 玻 色 体系 的 相干 态 理论 , 也 可 以 引入 费 
米 体系 的 Bargmann 缠 闻 . 例如 , 对 于 费 米 -Fock 空间 中 的 任意 态 矢 , 如 


wp) = col0) + e111) ， (8.22) 


dz 
"=I 积 Zi SS 
费 米 相干 态 ”有 了 上 述 知识 的 准备 , 费 米子 相干 态 可 以 明确 地 定义 为 
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可 以 通过 相干 态 转化 为 整 函数 空间 中 的 态 矢 , 即 
(€|W) = cot+at = (0. (8.23) 
这 样 算 子 4+, 6 对 它们 的 作用 可 以 表 为 
(aty)(E) = (6 Iw) = > (Elaten Nn) = co (|1) = cof = Ew(€), (8.24) 
[4 
和 
(0 = (€| ly) = 01(€|0) = 0 = By (0 . (8.25) 
在 运算 过 程 中 应 注意 Grassmann 数 之 间 相 互 反 交 换 , 上 且 Grassmann 数 与 费 米 产生 、 


淹没 算 子 反 交换 ~ 
费 米 算 子 的 表征 ”Fock 空间 中 的 任意 算 子 A = Ara a+) 可 表示 为 4 Rea 


A= DIm) mn (nl A = (rl Aln). “人 \、 
0,1 
其 在 相干 态 下 的 表征 (symbol) 


6 全 和 三 ( 虽 
0,1 SS 


为 算 子 4 作用 于 费 米 Bargmann 态 WE) 上 的 积分 变换 核 
(Aw)(® = | ap(e) AE ew(E), xC Re 
而 两 算 子 的 乘积 为 各 算 子 表征 的 卷 各 (人 
(AB)(éE,€') = (€| AB |e’) 
另外 , 若 算 子 已 排 成 正规 序 形式 


A cpi(Q (8.30) 
则 可 以 定义 算 子 的 正规 表 
下 人 本 六 ReneS (8.31) 
0,1 
而 算 子 表征 与 oh 


A(EE') = et AN(E, E'). (8.32) 


8.1 Grassmann 变量 及 其 微 积 分 , 费 米 谐 振子 及 其 路 径 积分 表示 . 221 .， 


费 米 体系 路 径 积分 的 相干 态 表示 。 现在 来 分 析 费 米 体系 的 路 径 积分 . 费 米 相 
干 态 的 性 质 与 玻 色 相干 态 的 性 质 非常 相 象 , 事实 上 , 可 以 完全 类 似 地 导出 时 间 演 化 
传播 函数 的 费 米 路 径 积 分 的 表达 式 . 例如 


U(é, €a; to,ta) 
= (él DU (t,ta) |éo) 


ee pet jel exp [set + 5 | den - J 
E(ta)=€, 2 


NT1 N 
um | II autoen 人 ENEN 一 la (和 — Eg-1) 二 下 再 (Ek， 多 -1， 小 


天 三 


[2 


j=1 


(8.33) ~ 
其 中 , 名, 所 为 Grassmann 变量 , 满足 NO 
{ék,€1} = {6x,€1} = {éx,€} = 0， 人 和、 
而 KH(E,6,t) 由 体系 哈密 顿 量 写成 正规 序 : 产 (&, 641,t): 后 , 再 作 变 换 将 6 一 E 


得 到 . 
对 于 n 维 费 米 高 斯 积分 , 假设 (&1, 62,… ,én) 和 (6,62,… wd 


立 的 Grassmann 变量 , 作 变量 代 换 


& = Miéj + Ci, x eS 


这 里 要 求 重复 指标 求 和 , 或 者 (人 ss 
6 = M51(€ ~ 02), OO 2 (8.36) 
和 cb 
2 EE OM- (8.37) 
其 中 , C, 和 Cr 是 相互 独立 的 Gk 请 a 
pe Got cee) 
是 a (8.38) 


式 中 , NY 是 一 个 常数 . 在 应 用 中 要 注意 比较 上 式 与 玻 色 高 斯 积分 的 不 同 之 处 . 
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8.2 ” 超 对 称 谐振 子 与 超 对 称 量子 力学 


本 节 介 绍 超 对 称 谐 振子 , 以 及 经 Witten 推广 引入 的 超 对 称 量子 力学 模型 , 并 
进一步 讨论 超 对 称 量子 力学 中 的 可 精确 解 问 题 和 可 因 式 化 问题 等 . 
超 对 称 谐振 子 模型 ”对 于 一 维 谐振 子 ( 玻 色 振子 ), 其 哈密 顿 量 


HBp = 3 十 w222) = (6+ +010) =w (7 十 3) : (8.39) 


为 简化 记号 已 令 m = 1, 有 = 1, 且 用 六 0+ 表示 玻 色 淹没 及 产生 算 子 


b= /2 (z+iE), to /2s_i2). (8.40) 
2 Ww 2 Ww 


那么 , 由 [2£, 和 全 =i 得 
[6,2+] = 1. E (8.41 « 
对 于 费 米子 体系 , 其 产生 和 削 没 算 子 4+, 6 要 满足 反对 易 关 系 


{6,6t}=1. 2 
设 具 有 频率 w 的 费 米 振子 的 哈密 顿 量 


平公 +) 人 个 Cy 


He = eG 6 一 66 (as 


但 要 注意 玻 色 振子 基态 的 能 量 为 , 而 对 费 米 振子 为 一己 


现在 来 分 析 具 有 相同 频率 w 的 玻 色 费 米 振子 体 2 > 费 
米子 体系 ， 0 CS 


D(z (8.43) 
4 Co 


玻 色 - 费 米 振子 体系 的 哈密 顿 量 @》 TY 


户 = AU ) er+s 6 一 66+) 


GD 
+) Et 


=w(N +D) (8.44) 
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其 中 , N = 6+6，5 = 616 分 别 为 玻 色 、 费 米粒 子 数 算 子 , 即 
N=btb, Nl|ne) = 二 012.， (8.45) 
D=até, Dlng)=nslns), ns=0,1. (8.46) 
超 对 称 谐振 子 (8.44) 式 的 本 征 值 瓦 。n， 与 本 征 态 |ns,ny) 满足 
Hlnong) = Enns nonr) 一 w(ns 十 mp)lnoymyp)， (8.47) 
其 中 , 基态 |0) 满足 . 
b10) = 0 = &|0). (8.48) 


基态 能 量 为 零 是 体系 具有 超 对 称 性 的 特点 . 而 且 由 (8.48) 式 看 出 , 除 基态 外 , 体系 
其 他 状态 的 能 级 都 是 双重 简 并 的 , 即 当 we 关 0,lns,1) 与 jns 十 1,0) 具有 相同 的 能 
量 w(ns 十 1), 如 图 8.1 所 示 . 


费 米 空 态 费 米 满 态 六 
M0) 一 一 -一 一 一 3》 
(on 


Bo) 一 一 一 一 ——|21) 
= = — ( 力 
10) 一 一 一 一 一 一 1) AN 


|0.0》 


超 荷 与 超 李 代数 ”引入 两 个 超 荷 算 子 (人 
OO=-ira，0+= CO (8.49) 
:ae 


[Q, BH]= [+6,w(W + a) 
(bth+, Da + b+ {sRYa) 
bta + b+6) SS (8.50) 


类 似 地 , 可 得 
[Q*,H]=0, (8.51) 


即 算 子 @, O+ 均 是 给 发 的 守恒 量 实际 上 , 它们 是 体系 超 对 称 变换 的 生成 元 且 具 
有 每 零 性 


易 证 


@2 =0= (0+)?. (8.52) 


OS 
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另外 , 超 荷 算 子 还 满足 
{0,017}= {6,6tD} = b+{6,6+}) — atldt, da 
=b+th) + ata = (8.53) 
且 由 (8.49) 式 ~(8.51) 式 知 , 基态 |0) 满足 
Qi0) =0= 0*10), (8.54) 


基态 能 量 
(0 F810) = (0| Q91+ + O1010) = 0， (8.55) 
即 在 超 对 称 理论 中 超 对 称 谐振 子 的 基态 能 量 为 零 , 且 方 为 自 伴 算 子 , 其 本 征 值 为 
半 正 定 的 . 
超 对 称 谐振 子 体系 的 守恒 量 集合 {五 , 9, 8+} 形成 封闭 的 超 李 代数 SL(1, 1) 


[A,Q =0, [A,01]=0, 人 
{0,0+} = 本，{0,0} =0= {0+,01}. 


在 超 对 称 理论 的 发 展 中 , 超 对 称 谐振 子 是 最 简单 的 例子 中 . 
现在 , 研究 量子 力学 中 具有 超 对 称 的 典型 问题 : 电荷 为 e -具有 让 5 ; 的 i 
在 外 磁场 中 运动 的 情况 . 


由 于 自 旋 无 经 典 对 应 , 所 以 需要 考虑 相对 论 效应 . SG 自 wy 


由 度 后 , 需要 引入 多 分 量 波 函 数 , 并 提出 oo 


自由 粒子 的 狄 拉克 方程 为 
0) A (8.56) 
© 


i =c(a:p+B 
,A (8.57) 
A 


其 中 , 更 为 4 分量 波 函数 , a, B 均 为 4x 大 到 
o. 
在 外 电磁 场 中 , 按 最 小 耦合 er: 
访 宛 — 汶 — eg, 
得 运动 方程 QQ 
(p 到 “4 + Bme? + eg y. (8.58) 
@ Nicolai 1976. Susy and spin system. J. Phys. A. Math. Gen., (9): 1497~1506. 


入 
NO 
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作 非 相对 论 近 似 (c 一 co) 时 , 粒子 静 能 是 总 能 量 中 主要 部 分 . 取 波 函数 
亚 (z， t) 车 @—kmet . 


X 


其 中 , yw(z,t) 和 x(z,) 均 为 两 分 量 波 函 数 , 且 随 时 间 缓 慢 变 化 . 这 样 , 在 非 相对 论 
近似 (= 三 < 下 , 有 


0 
其 中 x 为 小 分 量 , 而 大 分 量 少 满足 泡 利 一 分 量 方程 


让 = 人 { 志 (p- 4) top -0 B} YAY 


与 通常 带电 粒子 (无 自 旋 ) 在 电磁 场 中 运动 的 酬 定 读 方 程 4 从 
访 交 j= {去 L (p -4) + op) 人 
比较 后 发 现 , 正 是 由 于 粒子 具有 自 旋 9 -=o, 所 以 粒子 具有 内 豪 磁 算 


一 2 》 \D、 
e eh 
KB ee Spe 
S 


其 中 , 9 为 旋 磁 比 . 
对 于 稳定 磁场 ， oS 
B=VxA4， 一 VNR SS 
多 
则 体系 的 哈密 顿 量 


[IQ,H]=0， {98,8Q}=, 


. 226 . 第 8 章 ” 费 米 体系 相干 态 与 路 径 积 分 , 超 对 称 量子 力学 


这 说 明 体系 存在 超 对 称 性 . 事实 上 , 设 ly%z) 为 羡 的 本 征 值 E > 0 的 本 征 态 , 即 


Hlyg) = Elwe), E>0. 


可 以 证 明 |w%) = /SQlws) 也 为 六 具有 相同 本 征 值 5 的 本 征 态 , 换言之 , 所 有 正 
能 态 均 二 重 简 并 . 电子 磁 矩 实验 测量 值 4 = 1.00116j48, 它 与 jp 的 差别 基本 符合 
超 对 称 约束 的 要 求 . 

超 对 称 量子 力学 ”量子 力学 中 精确 可 解 的 问题 常 与 哈密 顿 量 可 因 式 化 , 即 存 
在 超 对 称 结构 有 关 . 以 一 维 定 态 问题 为 例 , 本 征 值 方程 为 
h2 d2 
2m dz2 


Hy = (- 十 vn)) $= Evy. (8.59) 


当 V(z) 为 精确 可 解 势 , 则 哈密 顿 量 廊 为 厄 米 算 子 , 常 可 将 (8.59) 式 化 为 两 个 一 阶 
微分 算 子 的 乘积 


五 =A 4， 
中 hh da hh d 
» ~ 十 Ee 
A= re 7£), A pa \ ,60) 
其 中 , W(x) 为 实 函数 , 称 为 超 势 . 而 哈密 顿 量 
-AA wz WwW’ 
二 = (7) 
势能 
PS hh 7 zr 有 
Vo) = Ws) -BW (8.61) 


若 势 V(x) 为 可 解 势 , 则 能 由 (8.61) 式 解 出 超 势 TM 昌 AL . 生 ) 式 为 趋 蛤 W (zr) 应 满 
足 的 一 阶 非 线性 微分 方程 , 称 为 Riccati 方 融 
可 解 势 与 束缚 基态 波 函 数 如 (z) 密 增 相关 . 僵 这 论 方便 > 入 基 态 能 级 为 零 , 则 


有 P 
Hywo(z) = HP Avs(r) =0, Asya =0, 
由 此 解 得 超 势 ee 
A@ A > _ hh wolr 
WN MERA br 0 


者 基态 波 函 数 无 节食, 则 具 8.62 必 整体 有 意义 , 这 时 称 哈密 顿 量 可 因 式 化 . 
利用 因 式 化 超 势 宴 (z), 可 以 组 成 另 一 体系 , 称 为 入 的 超 伙伴 
也 d? 


" 7 2 7 
H = + WI) + ABW) a (8.63) 
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再 将 启 及 其 超 伙伴 万 ' ”联合 , 可 以 组 成 具有 超 对 称 结构 的 量子 力学 体系 


超 0 A'A 0 
-( 0 a | + | (09 
让 d2 万 , 
引入 超 荷 算 子 
了 二 pop 
a-Ae0.- (2 和 QQ =A em- (8.66) 


易 证 , 它们 均 为 与 太 ; 对 易 的 守恒 超 荷 算 子 


IQ, ,| = 0, [Q+ ,万 .| = 0， bg (人 
{Q,Q+} = 自 ,，{Q,Q} = {Q1+,Q+} = 0. NN 
即 { 启 ,,Q@,Q+} 组 成 超 李 代数 , 称 为 体系 的 超 对 称 李 代数 
上 述 量子 力学 可 解 模 型 ， 正 是 1981 年 Witten 提出 的 超 对 称 量子 型 
当 超 势 W(z) 为 坐标 线性 势 , 则 良 , 正好 是 前 面 分 析 的 超 对称 谐 振子 模 筷 . 局 并 
Witten 模型 正 是 超 对 称 谐振 子 模型 的 推广 @. 
超 对 称 变换 与 能 级 简 并 ”量子 力学 中 , 定 态 哈 密 顿 量 本 征 值 问题 次 精确 求解 
一 般 是 困难 问题 , 而 超 对 称 可 以 帮助 精确 求解 ， 一 般 来 讲 ， 当 WO 
3 阶 
阅 题 是 寻 


的 本 征 值 谱 , 能 量 本 征 态 可 用 整数 标记 ， et 
之 后 再 利用 超 对 称 量子 力学 得 到 具体 的 阶梯 算 子 . 这 样 
找 势 与 束缚 态 波 函数 之 间 的 联系 . 下 面 来 更 加 仔细 超 依 会 -: 间 能 


级 简 并 的 特点 . 为 符号 简化 , 将 超 方 及 其 超 伙伴 月 


反 =- 二 +V(s) 
2 2 
应 = 人 + 全 
选 五 的 基态 能 量 为 零 , 由 
《> = A Ayo=0, 
得 < 
Awo = 0. 


中 Witten E. 1981. Nucl. Phys. B, (188): 513~554. 
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由 此 解 得 加 (z) 无 节点 , 并 且 


当 n > 0, 设 煌 ) 为 Hi 的 激发 态 , 满足 
Hv) = A Ap = ED， (8.68) 
则 易 证 Aw) 为 丰 。 的 本 征 值 为 EA) 的 本 征 态 , 即 
HAYW) = AA Ay = EW AvD). (8.69) 
类 似 地 , 对 于 万 。 的 本 征 态 yw 人 2 
让 zy = A4 wl) = EY, (8.70) 
同样 有 
Hi(A yO)= A AA'y® = EQ(A' yO®), (8.71) 


所 以 

EY =0, ED = E22, n=1,2,. 中 < 
即 除 基态 外 , 两 超 伙伴 站 ! 与 户 。 的 谱 完全 相同 ， Rage 
(利用 算 子 A，2” 可 如 (8.66) 组 成 超 荷 算 子 并 形成 超 李 代数 ) 人 


人 2 ed 
Wr 7 UN iil i A 
即 算 子 A 使 五 1 的 本 征 态 跃 至 廊 。 本 征 态 , 具有 很 党 Es ; 而 算 子 
we 


和 使 让 的 本 征 态 跃 至 磊 的 本 征 态 wm 


仅 1 不 简 并 , 其 余 能 级 二 重 简 并 ， 如 
sy 


i. 
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8.3 所 原子 的 能 谱 及 波 函 数 


作为 超 对 称 量 子 力学 理论 的 应 用 举例 , 再 来 研究 一 下 氧 原子 问题 . 所 原子 的 定 
态 本 征 值 问题 为 


( -所 4 条) yr) = Ey(r). (8.74) 


其 中 , 束缚 态 V(r) 为 太 , L?, 5。 的 共同 本 征 态 ( 暂 不 分 析 其 精细 结构 , 忽略 自 旋 ). 
取 球 坐标 , 选 氢 原 子 束缚 态 波 函 数 为 


wr 0, 9) = = Roni(r)Yim (0, p) (8.75) 


其 中 , 径 向 部 分 Rwi(7) 在 原点 处 为 零 , 满足 方程 
( a A (eh 


om dr = i 二 2 由” 天 ) Ri(7) 二 En Ri(7). (8.76) 《\ 
引入 量 纲 为 一 参数 人 


p= 之 € = > = 0.529 x iorsem O03 
“ez/2a 4 
则 (8.78) 式 记 为 XK © 


Ce 
(- 吉 = 2 十 2) um (p) = (人 2 (8.79) 


(8.79) 式 中 的 哈密 顿 量 可 因子 化 为 
1) 
二 钨 , 4 


xD) d2 2 


_OD- (8.80) 


dp p 


其 中 ， RN 


li+1 
< 了 
d li+1l 1 
3 (8.81) 
阶梯 算 子 人 ， 和 二 全 站” 及 其 超 伙伴 让 “1 ”的 各 本 征 态 的 相同 能 级 的 状态 
间 跃 迁 , 如 图 8.3 所 示 ，! 称 为 角 量子 数 , n' 称 为 径 向 量子 数 , 标记 着 径 向 波 函 数 


:230 . 第 8 章 ” 费 米 体系 相干 态 与 路 径 积分 , 超 对 称 量子 力学 


Ri(7) 的 节点 数 . 六 ”的 各 本 征 态 中 的 最 低 态 是 w = 0 的 态 , 其 径 向 波 函 数 Ro(7) 
没有 节点 . 由 于 各 算 子 A,(21 ) 的 作用 , 所 原子 的 能 谱 对 于 不 同 角 动 量 的 态 间 存 在 
简 并 , 即 


. i—1 1 0 
En’ 二 Entl es 二 En'+l 二 ESm/ 十 [十 1， (8.82) 

1/5:2 =4 5 n=3 5 n'= 2 人 9/ 一 1 sf 0 A 
1/4 4s 4p 4d Af A 

2a2 . ; Bb n= 0 
1/3 38 3p i 3d n 

2 河 ， fr 
1/2 28 a 2p 


1 一 -一 ls 
一 0 
HY HY HY HS HY 
图 8.3 


在 各 简 并 能 态 中 , 与 funsx 相应 的 本 征 态 ws。 满足 Se 
A UL. =: 0:; SS (8.83) 


1 


由 (8.81) 式 知 x 
Plime 之 (lmax 下 1)? | (人 
OO 


记 wnn(p) = ud), wo = ud, 由 (8%83) 


二 A 0， (8.85) 


名 ~ pitle- ih . (8.86) 


因此 


显然, 不 同 角 动 量 (1) 融 “ 径 向 基态 ”ui 在 (0, co) 间 无 节点 . 进一步 通过 各 算 子 
负 的 作用 可 得 径 向 ("' > 0) 相应 的 本 征 波 函 数 , 如 表 8.1 所 示 . 


入 
“O 
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表 8.1 
n. 态 n=0 态 n=1 态 nn 二 2 
1 ls UA~ pe 一 
2 2p UY ~ p2e-?/2 2s UO) 二 At 
3 3d Ul) ~ p3e-n/3 3p UY = At Uw? 3 UL = A+ At 7? 
表 8.1 中 
d 让 1 s 
98 楚 0) a eR 3e-p/3 一 ee ep13 
Si i 六 +1ljp p 62 ， 
d 2 1 
3p 态 wD ~ (1)p2e r/o=_3{1 -= e-P/2 
pA 1 je p [a 2? 


2 
3s 态 ul) ~ -3p ( 四 十 二 e-2/3. (8.87) 


称 量子 力学 框架 下 , 氧 原子 是 精确 可 解 的 , 而 且 当 已 知 其 基态 能 量 及 相应 基态 波 E 
数 , 则 整个 束缚 态 信息 可 以 全 部 得 到 ， 


令 入 
上 述 结果 除 归 一 化 因子 外 , 与 氧 原子 的 精确 解 完全 符合 D， 至 此 已 经 看 出 , 在 超 对 NO 
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超 对 称 量子 力学 体系 的 路 径 积 分 ”8.3 节 介绍 了 N = 2 mh ES 
两 个 超 荷 算 子 ) 的 哈密 顿 形式 , 本 节 介 绍 其 拉 格 朗 日 形式 , 以 及 人 积分. 
超 对 称 量子 力学 哈密 顿 量 的 一 般 形式 为 A m, 且 


势 W 重新 标 度 ) XK 
五 = 2 十 3 人 oj 十 3W'(z) Oh co (8.88) 
与 其 相关 的 “ 配 分 函数 ”的 路 径 积分 表达 式 为 OO 2 
Z(T)— tr(e-i#T) \ 0) 
=| E(t) 放下 dtL (miié,é) (8.89) 
(T)=2(0) )é{(T)=é£(0) 
其 中 ， 
(2) + i — W’(z)Eé (8.90) 


下 有 界 . 粒子 在 磁 
用 ( 含 六. 
@ 曾 谨 计 .2001. 量子 力学 卷 工 北京 : 科学 出 版 社 ，330. 


Ta 区 易 的 一 般 形式 , 并 假定 势 不 显 含 时 间 , 为 定 态 , 能 量 
) 
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以 下 重点 计算 费 米子 部 分 的 路 径 积分 ( 含 i 展开 , 相当 于 准 经 典 近似 渐 近 级 数 
展开 ). 此 时 工 相对 费 米 场 是 双 线 性 的 , 且 已 用 “经 典 ”Grassmann 变量 &,& 代替 了 
5 6+ ,人 ,这样 , 相应 路 径 积分 等 价 于 计算 积分 核 的 行列 式 


jpeg | DED Gp | E (入 0 sd = (这 _ met)】 (8.91) 


此 式 的 确定 依赖 于 在 适当 边界 条 件 下 的 本 征 值 问题 . 
作 Wick 转动 1 一 i7, 将 计算 转换 成 欧 氏 空间 路 径 积 分 , 记 为 


ZE = | pzmpempe (je 一 532 ， (8.92) 


其 中 ， 
se=| dT 民 十 二 3W?(z) - E(8- — W’(z 9)|， $=. (8.93) 


超 对 称 变 换 下 不 变 : 


4 


因为 产 下 有 界 , 欧 氏 空间 路 径 积分 必然 收敛 . 不 难 证 明 , 作用 量 (8.93) A 


Sr7=Eti+ée =—eOr+W(r)), =-e(-O.r+W(z)), so 
其 中 , e，& 为 两 个 无 穷 小 反 交换 参数 . 此 变换 混合 了 玻 色 子 与 费 米 
N=2 的 超 对 称 变换 . 


现在 来 计算 费 米 部 分 的 路 径 积分 这 相当 于 因为 RS 
GY 95) 


| pepeem dré(0. — W’(z) 


86)5(p) =E :es 
(0) CN (8.96) 


对 于 边界 条 件 


或 用 反 周 期 性 边界 条 件 


é D0 0 (8.97) 
用 算 子 (90, W) (es 子 行列 式 
det(8, — W’(z)) = [ [Xm, (8.98) 


mm 


入 
\ 
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其 中 
(0, — W'(z)ém = Mmém. (8.99) 
所 以 ， 
er 三 Xm + W’(z(7)), 
B 
Em(P) = cm exp | dT(Am 十 mw 
0 
8 
= Cm exp 区 十 | ae 
当 取 反 周 期 边界 条 件 


ém(fB) = —ém(0) (8.100) 


人 和 ~ 
Cm Dr 
A 3 ar 四 


3 (is) A 


在 W'(zx) = 0 时 对 行列 式 正则 化 , 以 及 利用 无 穷 乘 积 展 式 中 


csha= I 1- 5 ) XO . KK 


sa (EO) -ou ( AS 
将 cosh 项 写 为 两 个 指数 项 之 和 , 则 ( 》 
ZE=tre 条 二 tre 一 一 a (8.104) 


其 中 ， 
(8.105) 


je Ee Te). (8.106) 


® Gradshteyn I <Q Ry2Wik I M. 1980. Table of Integrals, Series and Products. New York: 


Acadernic Press, 37. 
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Witten 指数 与 超 对 称 破 缺 ”在 分 析 超 对 称 是 否 破 缺 时 , Witten 引入 一 指数 
( 称 为 Witten 指数 ) 
A(8)=tr(-1) fe S17, 


并 来 标记 场 的 拓扑 特性 . 这 时 对 费 米 子 取 周期 性 边界 条 件 , 即将 (8.100) 式 换 为 


则 (8.101) 式 相 应 地 变 为 
2mx 1 4 
利用 无 穷 乘 积 展 式 
站 Q 
sinh a 一 Q I[ @ 十 5 。 (8.109) 


可 得 在 周期 性 边界 条 件 下 
Or —W ‘(7) Ne a 7 
det | = sinh (| drW 中 “人 、 


将 sinh 项 写 为 两 个 指数 项 之 差 , 于 是 得 到 正则 Witten 指数 : 


A(B) = tre pa tre bt ~ Zi— 2 


当 体系 具有 超 对 称 性 , Q 与 9+ 均 涯 没 真空 态 (基态 )， 又 因为 Cr 


五 ={Q@,QGr+ } 


故 基态 能 量 必须 为 零 ， 因 此, 当 存在 超 对 称 , 除 万 a 
级 均 双 重 简 并 . 这 时 Witten 指数 


NS 

st 

超 对 称 破 缺 与 否 , 与 是 否 存 在 可 归 - 晤 的 基态 So 例如 , 基态 
Ne JS (8.112) 


在 士 co 处 衰减 足够 快 , 这 时 的 超 对 称 未 破 
超 对 称 已 破 缺 . 

习 题 8 

1. 请 证 明 (8.38) 式 , 并 将 前 与 ” 维 玻 色 子 积分 比较 , 区 别 其 异同 . 

2. 请 证 明 (8.93) 式 作 用 量具 有 N = 2 超 对 称 性 . 


当 工 一 士 co 时 , W(z) 具 帮 香瓜 
缺 , A(6) = 1. 否则 基态 能 
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9.1 一 维 定 态 酵 定 证 方程 的 正 反 散射 问题 


在 量子 力学 问题 中 , 关于 一 维 运动 问题 的 分 析 研 究 占有 很 重要 的 地 位 . 一 方面 ， 
它 比 较 简单 , 易于 分 析 与 讨论 , 而 且 它 是 处 理 一 些 复杂 问题 的 基础 ; 男 一 方面 , 对 于 
三 维 空间 中 的 运动 , 经 过 对 称 性 分 析 及 分 离 变量 , 也 常常 可 以 化 为 一 维 问题 来 处 理 ， 
当然 , 单 粒 子 的 一 维 运动 常常 有 些 与 高 维 运 动 不 同 的 特点 . 例如 , 对 于 单 粒子 的 经 
典 运 动 , 一 维 束缚 运动 必 为 周期 运动 , 一 维 散射 时 粒子 必 穿 过 散射 中 心 , 等 等 . 这 些 
特点 , 在 分 析 高 维 运动 时 , 还 应 特别 注意 . 

在 初等 量子 力学 中 , 我 们 对 一 维 问题 已 很 熟悉 , 这 里 仅 简 单 地 总 结 一 下 有 关 理 
论 的 一 般 特点 . 本 节 将 先 着 重 分 析 一 维 定 态 的 正 散 射 问题 , 最 后 分 析 其 反 散射 问题 . 

一 维 定 态 问 题 ” 定 态 薛 定 刘 方 程 为 


2 2 
[序号 +IGya)= By. DN) 
采用 记号 让 
U(x) = mV (7) 3 Te ， (9 全 
可 将 (9.1) 式 重 新 写 为 
wp +[e— V(rz)w=0. (9.3) 


这 是 二 阶 常 微分 方程 (Sturm-Liouville 型 ) 其 中 Vo SE 数 、 县 过 不 界 , 在 整 
个 区 间 (一 oc, +ce) 上 分 段 连续 . 我 们 的 目的 是 寻 所 议程 里 整个 BN 久 上 的 单 值 、 连 
续 、 可 微 的 解 . 

由 于 (9.3) 式 为 线性 方程 , 如 果 找 到 时 一 个 饥 , 则 此 解 乘 学 任意 常数 仍 为 其 解 ， 
这 时 由 于 解 还 没有 归 一 化 , 所 以 解 桶 以 任 局 尝 兹 队 为 优 浊 同一 解 . 如 果 找 到 两 个 线 
性 独立 的 解 , 则 其 线性 组 合 仍 尖 万 程 航 解 . 而 线性 狼 纪 本 征 解 的 数目 就 是 该 本 征 值 
e 的 简 并 度 . 对 于 二 阶 常 微 全 吉 程 .3) 式 , 其 通航 8 以 有 两 个 任意 常数 , 故 能 量 本 
征 值 e 的 最 高 简 并 度 为 4 

假定 已 经 找到 训 二 的 网 从 解 角 1 与 加, 为 判断 它们 是 否 线性 相关 , 可 利用 此 两 
解 的 Wronskian fh 


W (Vi, pa) = Bib — P21 = | < 
1 


(9.4) 
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如 果 在 z 轴 上 点 a 处 WW = 0, 则 此 两 解 wi 与 名 在 点 a 处 有 相同 的 对 数 导 数 ; 如 果 
在 整个 区 间 上 W = 0, 则 此 两 解 线性 相关 , 仅 相 差 一 个 归 一 化 常数 . 关于 Wronskian 
行列 式 的 一 般 特性 , 有 如 下 定理 : 

定理 1 由 同一 能 量 EE 的 两 个 解 组 成 的 Wronskian 行列 式 为 常数 (不 依赖 于 
x). 此 结论 与 具体 势 的 形式 无 关 . 

证 明 : 设 办 与 wo 为 属于 同一 能 量 已 的 两 个 解 , 满足 


Wi 十 [eV(z)] 轴 =0， 


pa + le— Vs) =0. (9.5) 
用 办 乘 第 二 式 减 去 wo 乘 第 一 式 得 (将 含 势 的 项 消去 ) 
ipa — pa =0， 
积分 得 
Wi 一 Wu = const . (9.6) 


以 上 证 明 方 法 与 推导 概率 流 守恒 时 的 方法 类 似 . 对 于 苹 定 计 方 程 的 任 一 解 %， 
由 于 势 V(z) 是 实 函 数 , 故 如 果 wy 为 能 量 本 征 值 为 。 的 本 征 函 数 , 则 其 复 塘 二 + 
也 为 属于 同一 能 量 e 的 本 征 解 , 这 时 粒子 的 概率 流 密度 为 


因此 , 对 于 实 函数 势 V(r), J=0, 即 本 征 函数 %(z) 的 实 部 及 虚 博 都 局 属于 同 并 术 社 
值 的 本 征 函 数 . 故 如 果 本 征 值 非 简 并 , 即 两 者 仅 相 差 一 包养 闻 这 时 祝 这 流 密 
度 必定 为 零 . 换言之 , 仅 当 本 征 值 。 的 本 征 态 简 并 , 力 乔 组 虎 直 率 流 密 焦 非 零 的 解 . 

一 维 定 态 的 解 与 能 谱 的 特点 ”下 面 讨论 在 一 般 间 看 异 雏 场 Woe 六 情 况 下 , 能 量 
本 征 值 的 一 般 特点 . 在 讨论 中 设 势 与 时 间 注 移 加 闻 一 自 定 态 操 蝶 ; 并 将 仔细 分 析 
相应 于 不 同 定 态 能 量 的 能 谱 应 为 连续 谱 远 是 分 离 蕴 的 条 件 ， 芭 用 能 谱 的 简 并 特性 . 

设 势 V(z) 如 图 9.1 所 示 , 在 zx 二 cc 之 Wz) 一 SN 并 假定 势 V(z) 下 有 界 ， 
最 低 点 处 为 Wo, 这 样 , > Vi > 便 将 e 的 变化 医 虑 分 为 四 个 区 域 , 在 这 四 个 区 
域 上 本 征 值 谱 具 有 不 同 的 特性 

(1) 当 e < Ww,e 在 整 仿 区 -oo0) 都 比 V(z) 低 , 故 


Dz GT) — Wz) = F(z) Yr). 


因为 yy 与 少 同 号 , 丑 芭 v 总 是 背离 x 轴 弯 曲 ， 当 zx too 时 大 近似 为 常数 故 
有 


十 天 
好 二 人 
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人 


图 9.1 RN 
由 于 在 整个 区 间 上 2(z) > 0 故 w(z) 在 各 处 均 为 指数 行为 ,使 得 函数 Vw(z 


2 一 十 00 或 -oo 时 指数 增加 故 当 e < Wo 时 , 没有 满足 在 整个 空间 平方 
可 归 -- 到 5 函数 ) 的 解 . 

(2) 当 Vi >e> W, 通 解 在 两 个 外 部 区 间 都 为 指数 行为 ， SA 
即 


yr) 一 0， 并 一 土 co. 
而 在 中 间 区 域 e - VY(z) 转 为 正 值 , 所 以 % 可 表示 为 坐标 的 
两 端 指数 衰减 的 解 与 中 间 振 荡 型 的 解 要 平滑 连接 ， oO 
可 能 , 故 能 级 分 离 . 另外 由 ( (9.8) 式 可 知 , 对 于 任意 Ye > 
2 一 土 0o 时 均 为 零 , 这 样 由 定理 一 知 ， > 00, 十 ooc) 


等 于 零 , 概率 密度 J = 0, 波 函 数 为 实 , 于 
定理 2 ”一 维 运动 束缚 态 的 能 级 分 傅 , 昌都 筷 RS 态 的 波 函数 为 实 


me 
， 一 一 209， (9.9) 


os(kiz+oar), z+, (9.10) 
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由 于 (9.9) 式 在 x 轴 的 最 左 端 只 有 一 个 指数 衰减 解 ， 当 x 逐渐 增 大 过 渡 到 最 右 端 
时 , 要 求 与 右 端 (9.10) 式 的 解 平滑 连接 , 由 此 可 确定 相 角 a+ 的 数值 (a, 为 e 的 函 
数 , 而 A、B 为 归 一 化 常数 ). 所 以 对 于 在 了 _ > e > Vi 区 间 的 任意 < 都 可 存在 一 
个 在 整个 区 间 满 足 要 求 的 解 , 故 。 为 连续 谱 . 此 外 , 由 于 当 x -， -oo 时 解 趋 于 零 ， 
故 同一 。 的 任 两 个 解 的 Wronskian 行列 式 恒 等 于 零 , 所 以 这 时 能 级 仍 不 简 并 . 

(4) 当 e > 做 , 解 在 两 个 外 部 区 间 的 渐 近 解 都 可 表示 为 振荡 函数 (都 是 经 典 允 
许 区 ) 


YL) ~ 4cos( zz 十 oa )， 了 7 一 一 co， (9.11) 
WL) ~ Beos(krr+ar), rz— +o0, (9.12) 


其 中 ， 


1 一 Ve 一 六 ， 
有 = Ve— 人， 


A, a-,，B, a+ 为 四 个 待定 常数 .为 使 波 函 数 光滑 连接 ( 即 要 求 波 函数 及 其 一 阶 导 
数 均 连续 ), 可 确定 其 中 两 个 常数 , 剩 下 的 除 一 个 为 归 一 常数 外 , 还 有 一 个 僻 虽 萎 数 ， 
因此 在 这 种 情况 下 , 对 于 每 一 能 量 本 征 值 , 都 有 两 个 线性 独立 的 解 , 即 能 量 必 起 
是 二 重 简 并 的 连续 谱 . 这 时 , 可 以 获得 jz0 的 本 征 态 . 

一 维 散射 的 正 问题 ”需要 特别 说 明 的 是 , (9.11) 式 和 (9.12) 式 的 离 个 解 之 间 
的 位 相差 

Aa(k)=oaf 一 a- 

完全 由 散射 势 V(x) 的 形状 及 相应 的 能 量 本 征 值 ( = se 否定 静 航 的 正 问 题 
即 从 散射 势 Y(z) 出 发 研究 散射 相 移 Aa(lk), 而 反 散 时 肖 古 好 是 从 蕉 射箭 移 Aa(k) 
出 发 研究 散射 势 V(z) 的 具体 形状 . 可 以 证 明 效 时 相 福 二 a(ky 青 纹 上 与 束缚 态 有 
关 的 量 (如 能 谱 瓦 , 及 波 函数 归 一 化 因 耶 4。 等 JARj 一 确定 这 前 势 V(z). 

现在 先 简单 分 析 一 下 一 维 散射 的 正品 区 . 

利用 自由 粒子 的 格林 函数 ,本色 将 (9.3) 式 的 解 表 每 为 


Vm) = gm EPO) Vay 9.19) 
区 本 

其 中 ， 
ki 一 e 一 人 


(9.13) 式 满足 渐 近 条 位 


Vzk) 一 eikrz， 当 zz 一 十 oo. (9.14) 


9.1 一 维 定 态 苹 定 证 方程 的 正 反 散射 问题 239. 


易 证 满足 积分 方程 (9.13) 式 的 波 函 数 (x,k) 必定 满足 苹 定 扇 方程 (9.3) 式 以 及 
渐 近 条 件 (9.14) 式 , 或 者 说 , 积分 方程 (9.13) 式 是 将 微分 方程 (9.3) 式 及 定 解 条 件 
(9.14) 式 结合 在 一 起 的 方程 . 进一步 还 可 以 证 明 , 解 V(z, 外 * 与 光 (z,k) 是 线性 无 关 
的 基本 解 ( 当 和 + 关 0), 这 是 因为 二 者 之 间 的 Wronskian 行列 式 为 


WO ,yb) = 2ik; #0. 


再 由 (9.7) 式 知 , 解 (9.13) 式 相当 于 具有 粒子 流 密度 
7 


= 
mm 


的 解 . 类 似 地 , 可 将 在 xz 一 -oo 区 域 的 解 表示 为 


p(X, k) 一 eik-z +| Se 


一 co CE 


(V(y) — VV )p(y, k)dy, (9.15) 


其 中 ， 


p(Tk) eit- 当 1 一 一 00. .16) 
而 且 解 p(x,k)* 与 p(z,k) 组 成 线性 无 关 的 基本 解 ( 当 k_ #0) 0 


他 (op) = -2ik_ #0. SS 
仇人 cs 


以 上 讨论 说 明 , 具有 确定 能 量 的 解 是 二 重 简 并 的 , 任意 Ty | 
解 展开 . 先 将 解 o(z,) 用 基本 解 yr 与 少 的 线性 组 合 来 表 


pl2,k) = ab(z, hk)” + by(z, hi), co (9.17) 
并 要 求 此 解 在 左右 两 渐 近 区 域 的 渐 近 行为 是 NS 
p(x,k) — eit-?, 人 闻 一 人 ) 
—ae w+? + p+ zx AH (9.18) 


由 于 Wronskian 行列 式 应 为 常 交 


证 明 ”SN 


ks 
三 人 2 三 (9.19) 


具有 渐 近 行为 (9.18 
势 Y(z) 散射 后 ， 
传播 . 按照 概率 流 密 访 公式 可 得 , 反射 系数 

六 
Jin 


三 


ol 


一 (9.20) 


k2 一 ec 天 ， 六 
此 解 满足 渐 近 条 件 
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透射 系数 下 
Ty A (9.21) 
由 (9.19) 式 可 知 
Rs +T,=1. (9.22) 
结果 是 自治 的 . 
类 似 地 , 也 可 将 解 y(z,k)((9.13) 式 ) 用 基本 解 w* 与 p 的 线性 组 合 表示 为 
p(x,k) = cP(Z; k)* + dp(z, k), (9.23) 


并 要 求 此 解 在 左右 两 渐 近 区 域 的 渐 近 行为 是 


pr,k)— cet- 4+de it- 当 z 一 一 oo; 


人 当 z 一 十 00. (9.24) 
此 浙 近 行为 的 解 可 以 代表 由 z = -oo 处 沿 x 轴 方 向 的 入 射 波 ceik-=, 被 势 V(z) 六 
射 后 分 裂 为 反射 波 de-*-* 与 透射 波 , 透射 波 沿 > 轴 传 播 , 在 x +oo 区 域 的 渐 近 


式 为 ex+=*, 按照 概率 流 密度 公式 计算 可 得 反射 系数 
_ la 
mW 一 |el2? 


透射 系数 a 
Ve 0 

和风 村 可 本 
Ry+Ty=1. A (9.27) 


(9.27) 式 与 (9.22) 式 相同 , 均 称 为 流 守恒 关系 式 

有 具有 确定 能 量 EB 的 本 征 函 数 少 与 他 都 是 定 态 
薛 定 廖 方程 具有 同一 能 Rs 2 es 其 中 
任 两 个 解 组 成 的 Wronskian 行列 了 KA 0 9.6) 式 )， 
于 是 , 由 (9.17) 式 和 (9.23) 式 五 

W 4 两 6, 力 = SN yp”), 
即 
ak+ = ck_. (9.28) 

再 由 其 复 共 圈 式 可 证 


To = Ty. (9.29) 


9.1 一 维 定 态 葵 定 请 方程 的 正 反 散射 问题 . 241 ， 


由 此 可 得 如 下 定理 : 

定理 三 ( 倒 易 定理 ) ”对 于 一 定 能 量 的 定 态 解 , 波 的 透射 系数 与 波 的 传播 方向 无 
关 , 反射 系数 也 与 波 的 传播 方向 无 关 . 

在 上 面 仅 简单 分 析 了 散射 态 的 一 般 特点 , 下 面 将 利用 值 的 解析 延 拓 技术 来 
分 析 束缚 态 能 谱 和 本 征 态 的 归 一 常数 , 并 简单 介绍 一 下 蔡 定 调 方 程 的 反 散射 问题 . 

我 们 知道 在 研究 核 物 理 问 题 时 , 假定 核 力 可 用 量子 力学 中 位 势 来 描写 , 但 又 仅 
知道 它 的 一 般 性 质 , 具体 形式 不 知道 ， 尽 管 从 实验 上 可 以 定 出 能 级 和 散射 相 移 等 ， 
但 如 何 反 过 来 确定 散射 位 势 , 仍 是 一 个 很 难处 理 的 问题 . 在 这 里 将 要 说 明 , 对 于 一 
维 薛 定 廖 方程 描述 的 可 积 体系 , 其 反 散射 问题 可 以 严格 求解 . 

散射 态 与 Jost 解 ”为 简单 起 见 , 假定 位 势 V(z) 在 x 一 +eo 时 比 |z|- 一 0%” 
还 要 快 的 趋 于 零 ( 即 友 = 0,k = = VD, 这 样 , 苹 定 刘 方 程 在 无 穷 远 处 的 散射 态 
渐 近 解 x etikz. 因此 , 常常 可 以 选取 具有 如 下 渐 近 行为 的 散射 态 解 ( 称 为 Jost 解 ) 


ok(Z) 一 erikz， 当 zz 一 一 ooi (9.30) 
Wie(2) > et 当 xz 一 +oo，. (9.31) 


Jost 解 满足 如 下 形式 的 积分 方程 ( 见 (9.13) 和 (9.17) 式 , 现 简化 为 VW_ = 
0,k, = k_ = k): 


sin k(z — Y) 


pee + EV)or(W)ay, (932) 
相国 =e -| EV) (yy (28) 


这 两 组 线性 独立 的 Jost 解 之 间 可 以 通过 线性 组 合 来 相 藉 者 你 j (9 如 人 戈 ), 即 
eok(z) = a(k) Pz) + HPAE), (9.34) 


由 于 二 阶 常 微分 方程 相同 本 征 值 的 两 个 遂 的 Wn 汶 ian 行 田 冻 与 z 无 关 , 因此 利 
用 Jost 解 的 渐 近 形式 可 以 求 得 


WN), pi (7)) = 2 (9.35) 
Ve YD, VE (7)) = —2ik. (9.36) 


再 由 (9.34) 式 可 以 解 二 履 其 攻 类 ( 即 线性 组 合 系数 ) 
a(k) = BE W(on(2), b(n)) (9.37) 


b(k) = WCWR(z), pa(z)), (9.38) 
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束缚 态 与 解析 延 拓 技 术 ”我 们 需要 对 依赖 的 函数 (如 散射 系数 ) 做 解析 延 
拓 , 并 设法 通过 散射 态 (Jost 态 ) 获得 为 纯 虚 数 时 (已 < 0) 束缚 态 有 关 的 基本 信 
息 . 

为 此 , 将 Jost 解 (9.32) 式 改写 , 并 令 
e2ik(z 一 y) 


2ik 


hile) = =1+ | VW (Way 


用 迭代 法 可 得 到 f(z) 的 Neumann 展开 形式 
NY I 2ik(zZ—y) 六 
AGO= Pa) YoOdy (9.39) 


现在 将 k 延 拓 至 复 平面 , 当 Imk > 0, 有 从 


了 e2ik(z 一 y) 也 Ce 加 
| 全 二 (y )ay| < os IV(y)ldy < 二 再 可 对 IY(y)ldy = EE 六 
因此 . 


| 天 人) < (而 ) 2 eA/Ik| er 
由 于 Neumann 展开 (9.39) 式 中 的 每 项 均 为 k 的 解析 函数 ， pe 


致 收敛 , 故 f(z) 在 大 的 上 半 平 面 解析 . 因此 , Jost 解 pk(z 
类 似 可 证 Jost 解 w(z) 在 的 上 半 平 面 也 解析 ， Ns AN 
数 函 数 a(k) 在 的 上 半 平 面 解析 . 


现在 来 讨论 束缚 态 问题 . 在 ae 


a(ki)=0, Imk>0 


这 时 由 (9.37) 式 可 知 , 在 该 点 处 wp;(z) = wpl ,A a 即 
Pi i(T RN 


时 ， rent ( 当 
; 当 z 一 oo 请 , 右 端 趋 于 biei*i? 一 Die ez)， 


I 一 一 00 时 , 左 端 趋 于 e- 达 e 
表明 为 束缚 态 . 
对 于 k; 人 i 一 pi, Ki 为 正 实数 . ke2 = E; < 0， 是 算 子 


L(V)= -3 + V(z) 


由 于 ki = Im k; > 0, 所 以 当 


的 离散 谱 . 


9.1 一 维 定 态 苹 定 庇 方 程 的 正 反 散射 问题 “243. 


散射 数据 与 反 散 射 方法 ”由 算 子 L(V) 的 本 征 值 问题 得 到 的 数据 (data) 集合 
S= {R(E) = b(k)/a(k), Ai |bil,i = 1,2,.….}, 


称 为 散射 数据 ， 当 给 定位 势 V(x), 可 以 求 得 散射 数据 , 这 是 散射 的 正 问题 . 而 散射 
的 反问 题 是 已 知 散射 数据 , 确定 位 势 V(x). 

由 pp(z)、wr(z) 在 大 的 上 半 平 面 的 解析 性 以 及 它们 在 lz| 一 ee 的 渐 近 性 质 ， 
可 以 证 明 : 当 为 实数 时 , 有 


Pk(T) = i | N(z,y)e *Ydy, keR, (9.40) 
其 中 , N(z,y) 为 实 函数 , 且 
N(z 人 =0， 当 y>z. 
同 理 可 证 : 当 为 实数 时 , 有 
Wk(T) 一 ee 十 上 K(z,ye ydy, keR, 人 
其 中 , K(z,y) 为 实 函 数 , 且 
K(z,y)=0， 当 y<z 


为 确定 势 函 数 ( 常 称 为 反 散 射 ) 从 (9.34) 式 出 发 , 得 
1 


B®) = (2) + ROE)br(o) xC © 
三 上 K(x,y)e-itvdy ‘(0% 
将 上 式 中 在 的 上 半 平 面 解析 的 部 分 移 至 左 端 PO) 
| CX np (9.42) 
在 (9.42) 式 两 端 乘 以 二 em 后 对 gt: 沿 实 和 和 Ca 
£[ | dN > 


所 以 (9.42) 式 右 端 》 


® 


‘ 


.hs = 了 尽 (EJeike(z+z)dK 
r.h.s | (k)e 


0 ; 
十 支 | K(x,y)e*tyt*) R(k)dkdy,， 当 z>zx. (9.43) 


入 
“O 
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为 计算 (9.42) 式 左 端 , 对 上 沿 实 轴 的 积分 , 并 作 如 下 处 理 : 由 于 被 积 函数 在 的 上 
半 平 面 解析 , 当 z > xz 时 , 对 沿 实 轴 的 积分 , 可 再 加 上 的 上 半 平 面 大 半圆 弧 的 积 
分 , 整体 组 成 回路 积分 , 这 样 由 留 数 定理 得 


1 1 —ikz \ ,ik 
‘hs=— $0(— pr(r) — eT ezdk 
lh.s 志 中 (5 e )e 

1 ikiz _ ikiz 
一 ji > Br pi(z)e 一 一 > piWie 


= 一 》 pi Ces 十 | K(z, Yessdy), 
2 bE 


其 中 ， 


和 io 和 ~、 
将 以 上 两 端的 计算 结果 合并 , 得 z 和 (人 
K(z,z)+ 2 pieika(z+z2) 十 去 | 尺 (E)Jeik(z+z)dK 人 
十 | dyK (x,y) | > pieikilytz) 十 去 Ls RDeisG+adk| = 0. 
过 》 pieies 十 二 | R(k)eit?dk CC ) 必 


则 (9.44) 式 也 即 (9.42) 式 可 表示 为 4 CO 
K(z, a+B+a+| dyK(z,y)B(y + z) = 0， A 


(9.45) 式 称 为 Gelfand-Levitan-Marchenko 反 散 射 方 i 当 散 射 
以 


数据 {R(k), ni, pi} 给 定 后 , 即 已 知 函 数 B(z)， AN 决定 势 函 


令 


数 K(x,z), 进而 确定 位 势 . 
事实 上 , 与 (9.39) 式 类 似 , 由 (9. 33) ee ) 的 Neumann 


展 式 
Wk (7) = eikz E 一 2 V)dy + O(ke RS 当 | 有 | 一 00. 


另外 再 由 (9.41) 式 , 当 | K 
) = 一 元 (zzjale + O(k 2). 


对 上 两 式 比较 , 可 得 
V(z) = 247K (2,7) 。 (9.46) 


9.2” 超 对 称 量子 力学 与 Darboux 变换 , 无 反射 势 及 其 束缚 态 解 .045 ， 


因此 , 由 GLM 


方程 的 解 , 可 以 完全 确定 位 势 函数 V(z). 从 而 证 明了 一 维 蔡 定 读 方 


程 的 反 散 射 问题 可 以 严格 求解 . 


Darboux 3 


题 


9.2” 超 对 称 量 子 力学 与 Darboux 变换 ， 
无 反射 势 及 其 束缚 态 解 
变换 ”对 于 量子 力学 一 维 定 态 问题 , 亦 即 哈密 顿 量 万 的 本 征 值 问 


Hy = ( 三 十 un))y = Evy. (9.47) 


常常 可 以 因 式 化 , 因此 可 以 作 超 对 称 量子 力学 分 析 , 即 


2 +ulr)— Eo= A+A, (9.48) NO 
d d S 
A= ee o(z), 4+ = 之 o(2), ,人 


1 (3 
当 上 面 的 Ricatti 方程 可 解 , 即 由 w(z) 可 以 解 出 cf(z)， TS 


如 (9.48) 式 因 式 化 , 这 时 引入 其 超 伙 伴 体系 


HO +v(z) = 44+ + Eo, xC ~ 
NN 
uv(z) = ao2(z) — 0o'(2) + Eo. ss ys 


哈密 顿 量 互 的 本 征 值 为 Eo 的 解 wo Cat Ms 


0 Si (9.53) 


_ W (wo, Y) 
wo po  ” 
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是 协 变 的 , 即 相应 地 存在 满足 方程 


HO Gz) = (~ 3 + vs)) p(s) = Bo (9.56) 


的 解 o(z)，Darboux 变换 使 我 们 从 可 解 方程 (9.47) 式 出 发 ， 得 到 另 一 可 解 方程 
(9.56) 式 , 而 且 可 由 方程 (9.55) 式 给 出 方程 (9.56) 式 的 所 有 解 . Darboux 变换 
(2 一 (oo 即 (9.54) 和 (9.55) 式 , 在 wo 关 0 处 是 有 效 的 . 
无 反射 势 及 其 束缚 态 ”作为 Darboux 变换 的 应 用 , 先 来 讨论 最 简单 的 情况 : 
即 分 析 w = 0 时 醉 定 户 方 程 (9.47) 式 的 Bo = 一 gk? (nk > 0) 的 束缚 态 解 . 此 时 
一 zz = —K2y ， (9.57) 


其 解 为 下 列 三 种 形式 之 一 : et*z 、cosh kz 、sinh kz. 选 


cosh? kL 
因此 相应 于 薛 定 诉 方 程 (9.56) 式 中 的 势 为 实 的 、 非 奇异 的 无 反射 势 . 在 如 .名 ) 
中 令 多 = eix? ,可 得 能 量 为 = k? 的 解 ( 自 由 粒子 平面 波 解 )， 得 


o(Z) = (这 一 Atanjz)eikz， 


其 渐 近 形式 为 
PZ) Tk ne, 了 一 2 
2(Z) 一 (这 十 K)eikz， Zz 


与 上 节 (9.24) 式 比较 后 会 发 现 , 此 解 相当 于 (9. 


一 2pke 7 一 co， 


从 而 表明 在 势 (9.59) 式 中 运动 六 尺子 无 反射 ( 见 人 
对 于 正 能 态 , & 取 实 值 ， 5 1. 对 于 负 能 一 ik， 则 


一 2ke“， 7 一 一 co 


是 束缚 态 . 相应 势 (9 0 它 是 最 简单 的 非 奇 异 无 反射 势 . 
现在 来 讨论 通常 的 一 维 定 态 问题 中 的 无 反射 势 及 其 束缚 态 情况 . 


Wo 一 cosh KZT， 0 一 Atanh AZ (9.58) SS 
代入 (9.54) 式 , 得 人 、 
人 .59) 


9.2” 超 对 称 量子 力学 与 Darboux 变换 , 无 反射 势 及 其 束缚 态 解 - 247. 


当 光 滑 势 V(z) 在 z 一 土 %o 时 比 |z|-1-0” 还 要 快 地 趋向 于 零 , 则 相应 醉 定 调 
方程 的 渐 近 解 x exit. 选取 具有 如 下 渐 近 行为 的 解 ( 称 为 Jost 解 f(x)): 


fr(7z) eikz 十 ol)， 2 一 co; 


六 (z)~a(p)eise +b(k)e ks, 7 一 一 oo. (9.61) 


将 由 势 (9.59) 式 得 到 的 解 (9.60) 式 重新 归 一 后 , 得 到 的 Jost 解 为 


ik — ktanh ny ;ry 
MR 

过 十 乒 

一 =0. 9.62 
a() = blk) =0 (9.62) 


因此 , 对 于 为 实数 时 的 正 能 解 , a(k)| = 1, 表明 正 能 运动 粒子 无 反射 对 于 ~ 
为 纯 虚数 时 的 负 能 解 , 先 将 延 拓 为 复数 , a(k) 在 的 上 半 平 面 的 零点 = in 处 , (7 


e 0 一 oo， 


fintz) Tr 30 + tanh RT)e "T 一 人》 | 六 
ex ， 0 
所 以 , 当 把 Jost 解 解析 延 拓 到 的 上 半 平 面 时 , 在 = ix 处 产生 一 束缚 态 解 , 它 人 


无 反射 势 (9.59) 式 哈密 顿 量 
d2 2K2 


dz2 cosh? kz 

的 唯一 束缚 态 解 4 EN 
N 次 Darboux 变换 “将 Darboux 变换 进一步 推广 ， CR 所 ) 

Ww1 = cosh Fl (2 — c1), (0 ep 

Woa = sinh kz(Z 一 c2)， 

ws = cosh 一 NN 


Vn = (9.63) 


经 过 N 次 Darboux 变换 后 


人 
本 ) 隐 ) 
W (wi1,*…- ,WN) ee 和 Kj) 
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这 样 得 到 的 势 (9.64) 式 是 包含 有 2N 个 实 参 数 的 无 反射 势 : 


1 


N 
k a i 
a(k) = lI es b(k)=0. (9.66) 


进一步 将 Jost 解 /Il 解析 地 延 拓 到 复 太平 面 上 , 可 以 证 明 , 当 
E=k =-ki, j=1,2,,N (9.67) 


时 , 哈密 顿 量 


有 束缚 态 解 ~ 
® (人 
9.3” 隐 立波 与 KdV 方程 , 含 时 Darboux “ 


变换 与 反 散射 变换 


孤 立波 与 KdV 方程 ”9.2 节 已 经 证 明 在 苹 定 记 方 程 (9.47) 式 中 , 如 
取 (9.59) 式 中 的 无 反射 势 , 即 


u(7) = —2a2sech?ax, 


则 在 此 势 阱 中 , 定 态 薛 定 刘 方 程 有 -束缚 态 解 , 若 在 上 式 ss 


使 得 势 阱 随时 间 变 化 ， OO 


u(x,t) = —2a?sech?a(z 一 CS i (9.68) 


这 时 , 薛 定 廖 方程 的 能 量 仍 可 保持 不 随 1 闻 出 改 各 、 这 时 相应 多 训 缚 态 波 函 数 为 


wp (r,t) /ss ct NY (9.69) 
满足 方程 x 


u(z,t))Y (9.70) 
为 一 方面 , 波 E CY we 可 以 用 及 Ws 表示 为 


Pt=—uzy + (4E + 2u) pz 
一 一 4pzzz 十 6uwz + 3ury . (9.71) 


9.3 ”孤立 波 与 KdV 方程 , 含 时 Darboux 变换 与 反 散射 变换 , 249. 


(ut Guuz 二 Uzzz 一 Ei)y 0 


如 果 进 一 步 要 求 已 保持 常数 , 即 E = 0, 则 上 式 中 的 自治 性 条 件 将 要 求 u(x,) 应 
满足 方程 
了 一 6uuz t+ Urzz = 0, (9.72) 


(9.72) 式 正 是 著名 的 可 积 体系 的 非 线 性 演化 方程 一 一 KdV 方程 . 

9.2 节 曾 证 明 (9.70) 式 在 Darboux 变换 下 是 协 变 的 , 也 容易 证 明 : (9.71) 式 在 
含有 时 间 参 量 的 Darboux 变换 下 仍然 是 协 变 的 . 因此 利用 (9.70) 式 和 (9.71) 式 在 
Darboux 变换 下 的 协 变 性 , 可 以 获得 KdV 方程 的 新 解 . 

Lax 对 与 反 散 射 变换 ”为 分 析 KdV 方程 的 可 积 性 , 常 将 (9.70) 式 和 (9.71) 式 
改写 为 如 下 形式 : 


Ly = Ey, L= -02+u(z,t), 
wi = My, M =—403+6u0;,+ 3us. (9.73) 


这 时 , KdV 方程 可 表示 为 算 子 L 和 M( 称 为 Lax 对 或 Lax 算 子 ) 满足 的 入 容 宇 齐 
程 
OL +[L,M]I=0. (9.74) 


在 非 线 性 问题 的 研究 中 , 可 积 体系 的 非 线 性 演化 方程 的 信介 沽 负 特 点 , 就 是 其 
有 Lax 对 表示 , 即 可 表示 成 一 组 线性 方程 组 的 相 容 条 件 . Lg 对 六 子 的 形式 具有 深 
刻 的 几何 意义 和 物理 意义 , 并 且 可 以 表示 为 哈密 顿 力学 俐 系 f 

进一步 可 以 证 明 : 与 KdV 方程 相应 的 力学 体 绚 具 诊 开胃 多 守 和 恰 演 7 即 在 力学 
体系 解 的 集合 上 作用 有 无 穷 维 李 群 , 可 作 代数 几 领 分 怖 se 此 外 , 经 吴 询 KdV 方程 存 
在 孤子 解 , 其 特点 是 : 

(1) 在 空间 有 限 区 域内 稳定 存在 ; 

(2) 具有 有 限 能 量 . 
这 些 特征 在 孤子 的 运动 及 其 相 开 RE 有 以 过 程 中 都 将 保 尘 不 变 . 

为 求 量子 孤子 解 , 常用 反讽 人 对 观 歼 的 方法 . 或 首 说 , 可 利用 反 散 射 变换 可 以 找 
到 满足 wu(z,0) 的 初 条 件 四 KdV 蛋 程 ((9.72) 式 ) 的 解 . 

事实 上 , 通过 前 闸 的 分 机 好 向 可 以 看 出 , 当 用 KdV 方程 的 解 u(x,t) 作为 薛 定 
计 方 程 的 势 时 , Lax 美语 

2 


: +u(z,t) = L(t) 


Llu] = 2 
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依赖 于 时 间 t. 但 是 如 果 要 求 其 本 征 值 = k? 与 4 无关, 则 一 定 存 在 么 正 算 子 U(t)， 
满足 
L(t)=U(t)L(OU()-! 
p(t)=U a (9.75) 
zp(t) = (0) = 7U wt) = MY(t) . 
这 时 , KdV go Lax a (9.74) 式 . 也 就 是 说 , 满足 Lax 算 
子 Llu| 的 本 征 方程 


Llulpk(z,t) = k?pk(z, t) 
的 本 征 态 px(z,t) 随时 间 的 演化 , 完全 由 另 一 Lax 算 子 M[u] ((9.73) 式 ) 确定 , 即 


wr(o, t) = Mi[lujpr(z,t) . (9.76) .从 
这 样 , ul(z, 如 按 Kdv 方程 演化 时 , Lu 的 本 征 态 保持 不 变 . NN 
由 (9.73) 式 可 知 , 当 |z| 很 大 时 MI 一 -403, 故 本 征 态 pk A 


ikz—4ik3t —ikz+4ik3t ne 
cc0-1 1 + Re ， 当 了 一 -oo 


T, eikr—dik? 当 z 一 十 oo ge 
上 述 结果 表明 , 穿 透 系数 Ti 保持 为 常数 , 而 反射 系数 R 按 下 面 的 


R(t) = eis% + Re(O le BN 
类 似 地 , 当 出 现 束 缚 态 孤立 波 时 , 其 特征 数据 为 (ri, pi)， we 


按 如 下 方式 演化 ， 
pilt) = escitpi(0) ， 0 人 (9.79) 
Kadv 方程 为 可 积 的 非 线性 偏 微分 方程 > lb KaV 方 
初 和 WF 下 CD 


作为 可 积 的 非 线 性 演化 方程 , 现在 变 成 在 附 定 


寻找 KdV 方程 随时 间 演 化 的 解 尺 友 这 正 是 反馈 和 变换 的 基本 天 相 
对 于 可 积 演化 方程 , 恢 庆 身 时 法 的 求解 过 程 可 概括 如 下 : 


(1) 由 给 定 初始 We(z, 吸 求解 薛 定 刘 算 子 Llu(z,0)] 的 本 征 值 问 题 , 获得 
散射 数据 9 = {RR A 
(2) 要 求 散射 数 身 了 滋 照 KdV 方程 的 约束 进行 演化 


S —» S(t) = {Re(t) = est RE(0), mi, pi(t) 一 erssctpi(0) = 1,2,...}: 


9.4 有 限 维 近 可 积 体系 与 KAM 定理 . 251 . 


(3) 再 利用 GLM 方程 解 反 散射 问题 , 求 得 随时 间 演 化 的 势 w(z,). 
可 将 上 述 步 又 图 示 为 


Kdv 方程 
(0) ey UD 


定 态 共 定 庙 方 程 人 ”GLM 方 程 
散射 数据 S 


5 (9.80) 


KdqV 方程 为 可 积 的 非 线 性 偏 微 分 方程 , 用 上 述 方法 找 其 随时 间 演 化 的 解 u(z,， 
由 于 定 态 薛 定 请 方程 及 GLM 方程 都 是 线性 方程 , 而 散射 数据 随时 间 演 化 S(t) 可 
仅 利用 在 jz| 一 ce 时 渐 近 条 件 下 的 演化 算 子 Uso(t) 来 确定 ， 因此 求解 非 线 性 方程 
的 难度 会 大 大 简化 . 


9.4 有 限 维 近 可 积 体系 与 KAM 定理 :OO 


前 面 以 KdV 方程 为 例 介 绍 了 无 穷 维 可 积 体系 的 一 些 基 本 特性 , 以 及 求解 的 《\ 
本 方法 与 思想 . 本 节 先 简单 介绍 有 限 维 哈密 顿 可 积 体系 , 并 对 体系 的 可 积 性 与 不 可 


积 性 作 一 些 分 析 . 
可 积 体系 与 不 变 环 面 ”对 于 经 典 动力 学 体系 ， NN (Pp, 
后 , 相应 的 运动 方程 


. OH . | 


- 基 ， 


在 大 多 情况 下 都 很 难 给 出 明显 的 解 式 , 或 者 说 , 哈密 顿 Rs 
并 显示 有 混沌 运动 . De Sa 
下 有 限 维 哈密 顿 体系 的 可 积 性 , 并 分 析 造 成 可 积 性 


在 动力 学 体系 相 空 间 中 , 任意 两 个 函数 F(p jam a 


| . 这 只 (9.82) 
给 定 体系 哈密 顿 量 万 (gq,p,t) 后 可 
8H 


Qj = {p;; H} (9.83) 
关于 有 限 维 哈密 顿 们 有 如 下 可 积 定理 : 
Liouville 定 RR 和 {(p,gq)} 为 具有 泊 松 结构 的 相 空间 , 且 上 共有 哈密 顿 
量 刀 (9 p 昌 . 如 果 存 困 ”个 相互 对 合 的 运动 积分 {f(g,p,t), i = 1,2,.… ,n} 


dh: _ OF; 


FF}=0, 一 
{F, £3} dt ot 


(9.84) 
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则 哈密 顿 正则 运动 方程 (9.83) 式 可 积 . 
当 运 动 积分 { 忆 ,i = 1,2,… ,n} 在 相 空 间 R2? = {(p, gq)} 上 线性 独立 时 , 体系 
的 每 一 条 运动 轨迹 (或 称 轨道 ) 在 2n 维 相 空间 中 将 被 限制 在 一 个 n 维 流 形 M。 上 ， 
即 
Ma = {(p,g,t) € Re x RFi(g,p,t) = 0i,i = 1,... ,n}. (9.85) 


者 Me 为 连通 紧 致 流 形 , 则 M。 与 n 维 环 面 同 胚 , 即 M。 是 一 个 {= 常数 } 的 n 
维 环 面 . 从 这 环 面 上 一 点 出 发 的 运动 , 其 轨迹 将 永远 在 这 环 面 上 ，M。 被 称 为 不 变 环 
面 . 因此 , 体系 的 每 一 条 轨迹 在 2n 维 相 空 间 中 将 被 限制 在 此 n 维 流 形 M。 上 , 而 
可 积 哈密 顿 体系 在 M。 上 作 周 期 或 准 周期 运动 . 

分 析 动 力学 体系 时 , 正则 变量 的 选取 很 重要 . 对 于 可 积 体系 , 通常 选取 的 正则 
变量 是 作用 - 角 变 量 (7, 9). 由 拓扑 学 知道 , 一 个 n 维 环 面 上 存在 n 个 不 等 价 的 独 
立 1 闭 链 xy, 利用 {jy} 可 定义 n 个 作用 变量 


1; 


< 去 | plq, F)dg . (9.8G 


可 以 证 明 体系 的 n 个 运动 积分 { 玉 } 与 这 n 个 作用 变量 {1;} 之 间 可 以 相逢 囊 示 ， 
所 以 了 = (了 1,… , 1) 也 是 运动 积分 . 这 样 可 以 引入 特性 母 函数 


dq 
wlg,D a p(g, F(D))dg, (9.87) 


0 


利用 它 来 作 由 正则 变量 到 作用 - 角 变量 的 正则 变换 


(gq,p) — (6, 1) ， 
i_ OW(gT) ; Ow» 
0 nS (9.88) 
0 0 
nh M0) = x, .89 
站 db 于 和 ar er Of) 好 ， (9.89) 


即 0* 为 1- 闭 链 7x 的 角 变 量 , 二 作 拟 变量 { 万 } 尖 深 靳 积分， 体系 的 哈密 顿 量 五 
仅 为 作用 变量 的 函数 


H 
了 7 0, 1;= const, 
A on 
6 = =wi(D), 0 =wi(Dt+e. (9.90) 


可 见 ,不 变 环 面 上 的 轨道 是 多 周期 的 , 即 对 每 个 角 变 量 ,有 一 个 周期 一 如 
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当 各 频率 wi 之 比 为 有 理 数 , 则 轨道 是 封闭 的 , 称 为 周期 轨道 ; 否则 轨道 永 不 闭合 ， 
并 将 在 环 面 M 上 形成 一 个 螺旋 线 , 无 穷 时 间 之 后 , 它 会 密集 地 覆盖 在 环 面 M 上 ， 
相当 于 环 面 M 上 的 “各 态 历经 ” (ergodic), 即 轨道 可 到 达 环 面 M 上 的 任意 点 到 任 
意 近 的 距离 , 称 为 准 周期 轨道 

以 上 分 析 表 明 , 可 积 的 哈密 顿 体系 在 相 空间 的 环 面 上 做 周期 或 准 周期 运动 . 运 
动 积分 {二 }((9.86) 式 ) 组 成 作用 - 角 变量 坐标 系 中 的 正则 动量 , 但 它 是 体系 的 绝热 
不 变量 ma 7 = 到 相 比 , 其 变化 非常 缓慢 , 近似 为 常数 , 或 者 说 , 在 有 
限时 间 间隔 中 为 党 

KAM 定理 与 近 可 积 体系 可 积 哈 密 顿 体系 的 基本 特征 是 , 体系 在 由 运动 积 
分 确定 的 环 面 上 做 周期 或 准 周期 运动 . 但 在 现实 中 , 绝 大 多 数 两 个 以 上 自由 度 的 保 
守 哈 密 顿 体系 都 是 不 可 积 的 . 为 说 明 体系 不 可 积 性 的 特征 , 下 面 仅 以 具有 两 个 自由 
度 的 保守 哈密 顿 体系 为 例 来 进行 分 析 . 设 哈密 顿 函数 可 写 为 


H = Ho(J, J) + eH1i(01,02, 1, J2), (9.91) 


其 中 , Ho 为 可 积 体系 , Hi 为 微 扰 , 91, 02, 1, .Jo 分 别 为 体系 未 受 微 扰 时 的 作用 - 角 变 
量 , e 为 微 扰 参 数 , 并 假定 用 微 扰 方 法 可 以 求 得 体系 太 的 解 的 近似 表达 式 

有 具有 两 个 自由 度 体系 的 相 空 间 是 四 维 的 , 由 于 保守 系 能 量 守恒 , 使 得 党 系 在 潮 
空间 中 的 运动 由 四 维 降 到 三 维 , 所 以 两 个 作用 变量 中 的 任意 一 个 可 以 下 示 为 其 由 
个 变量 的 函数 , 例如 , .及 = J2(91,92, 必 1,), 因此 可 用 91,02, 六 作为 等 能 用 NE = 一 上 
的 坐标 ， 

当 e=0 时 , 体系 Ho 可 积 , 运动 轨道 落 在 = 常数 的 个 改 环 加 上 ,起 (9 加) 
式 知 


01 (t) 一 cit 十 0 (0)， 02(t) 一 wo p> ( \D (9.92) 
其 中 ， 
一 一 Ho a 
Wi 一 Oy, 1 一 24 


可 积 体系 Bo 在 相 空间 环 面 _jjf 周 期 慰 徇 暗 期 运动 AN 并 具有 以 下 性 质 : 

(1) 当 频 率 比 a = 所 为 视 理 冀 讨 ， 轨道 是 闭 合 的 ; 环 面 由 无 数 根 周 期 轨道 组 
成 , 称 为 有 理 环 面 . 有 理 关 末 站 弄 本 处 处 稠密 住 订 占 测度 为 零 

(2) 当 频 率 比 a = 井 为 无 再 数 计 , 轨道 永 不 闭合 , 它 将 在 环 面 上 形成 螺旋 线 ， 
在 无 限 长 时 间 后 , 究 和 千 激 山 才 盖 在 环 面 上 , 在 环 面 上 “各 态 历经 ”, 环 面 由 无 数 
根 准 周期 轨道 组 成 辣 纺 无 理 环 面 . 

当 e 六 0, 哈密 顿 革 有 H 如 (9.91) 式 所 示 含 有 了 角 变量 0;, 这 使 得 作用 变量 已 
不 再 是 守恒 量 . 如 果 加 微 扰 后 不 变 环 面 仍然 存在 , 则 体系 必然 存在 新 的 作用 - 角 变 
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量 (I, 68), 使 得 
H(Ji,0i) = H(Ix) ， (9.93) 

且 新 旧 变 量 间 由 正则 变换 联系 , 相应 的 正则 变换 的 生成 泛 函 仍 记 为 W (0, 1). 

当 频 率 比 是 有 理 数 时 , 可 以 证 明 , 由 于 共振 , 生成 泛 函 W(9;, 及) 会 发 散 , 因而 
不 能 再 用 微 扰 论 来 求解 , 或 者 说 , 不 变 环 面 会 因 共 振 而 破裂 . 

当 频 率 比 是 无 理 数 时 , 对 于 无 理 环 面 的 变化 情况 , 有 KAM 定理 0, 其 主要 内 容 
为 : 

假定 未 受 微 扰 体系 满足 非 退 化 条 件 


2H 
9.94 
a (有 2 Sa 


则 当 e 关 0 但 仍 充分 小 时 , 相 空间 中 绝 大 部 分 无 理 环 面 经 微 扰 后 仅 发 生 光 滑 形变 ， 
即 体系 在 这 些 变形 的 环 面 ( 称 为 KAM 环 面 ) 上 保持 其 原 有 的 准 周期 运动 

满足 KAM 定理 的 体系 称 为 近 可 积 体系 . 当 体 系 未 受 微 扰 时 , 有 理 环 面 在 相 空 
间 处 处 稠密 , 但 所 占 测度 为 零 ; 当 逐 渐 加 入 微 扰 后 , 有 理 环 面 由 于 各 运动 模式 闻 硝 
共振 , 原来 的 有 理 环 面 消失 . 当 有 理 环 面 破裂 后 , 微 扰 对 体系 运动 的 影响 就 只 有 通 
过 无 理 环 面 的 变化 才能 显示 出 来 . 

对 于 近 可 积 非 线性 体系 , 频率 比 a = 2 与 作用 变量 九 有 关 , 这 时 , 知 线 性 畜 
应 将 使 得 震荡 频率 随 振幅 而 改变 , 因此 非 线性 项 是 一 种 使 运动 保持 稳 辣 的 因 状 知 
体系 满足 非 退 化 条 件 (9.94) 式 , 则 频率 依赖 于 作用 变量 , 即 Js 天 和 只 要 频 
率 比 充分 无 理 


WI1 


> 和 (0) 


52:5 ” 


(Wo 93 
其 中 , r,s 为 相对 互 素 整数 , 则 由 KAM 定理 可 以 证 明 和 放量 生 成 泛 朴 6 下, 玉 ) 的 
重 登 微 扰 级 数 收敛 (对 于 充分 小 的 6, 所 以 无 理 环 面 出 乐 硬 裂 . 

以 上 分 析 表 明 , 共振 会 导致 微 扰 论 不 风量 用 ,十 非 爱 性 效应 生涯 种 使 近 可 积 体 
系 运动 保持 稳定 的 主要 因素 . 因此 , KAM| 定 理 搬 志 了 可 积 喧 镜 顿 体系 的 规则 运动 
对 微 扰 的 稳定 性 , 给 出 了 无 理 环 面 得 以 保 注 的 这 纷 条 体 洁 微 扰 逐 渐 增 强 , 导致 最 
后 一 个 KAM 环 面 破裂 后 , 体系 优 形 成 混沌 运动 . 换 宫 之 , 非 线性 共振 导致 了 混沌 
运动 , 进而 导致 了 体系 长 期 行为 8 攻 林 预测 性 . 

不 动 点 定理 与 不 变 环 全 的 破 莫 ”和 欢 了 更 好 地 分 析 KAM 环 面 的 破裂 与 形成 , 弄 
清 相 空间 轨道 的 整体 特此 , 六 其 与 看 动 的 局 域 光 滑 流 形 间 的 关系 , 下 面 介 绍 Poincare 
截面 , 利用 它 来 分 要 不 变 耳 面 肚 破裂 及 混沌 的 形成 . 

Q@ 1954 年 A. N. KO 牌 ogorov 提出 重要 定理 , 后 被 V. [ Arnold 及 J. K. Moser 分 别 予以 证 明 . 


见 : Lichtenberg A J, Lieberminn M A. 1983. Regular and Stochastic Motion. New York: Springer- 
Verlag. 
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图 9.2 ”Poincare 截面 


仍 以 (9.91) 式 描述 的 二 维 近 可 积 哈密 顿 体系 为 例 , 固定 能 量 EB 使 体系 在 相 空 
间 中 的 运动 由 四 维 降 到 三 维 , 用 9, 9, 刀 n 作为 等 能 面 五 = 妃 上 坐标 . 现在 , 我 们 在 
三 维 等 能 面 内 选 一 个 二 维 截 面 , 如 9。 = c 的 截面 , 称 为 Poincare 截面 (图 9.2). 如 
果 运 动 是 有 界 的 , 则 运动 轨道 会 重复 穿 过 此 截面 , 下 面 来 研究 运动 轨道 从 某 一 方向 
每 次 穿 过 该 截面 时 产生 的 交点 的 轨迹 . 

我 们 先 来 分 析 e = 0 时 Poincare 截面 上 的 映射 . 在 给 定 的 等 能 面 中 取 b2 = 


数 的 ( 九 , 901) 截面 作为 Poincare 面 , 轨道 与 该 截面 的 交点 处 于 = 常数 的 加 上 . 一 
根 轨道 相继 两 次 穿越 该 截面 的 时 间 间 隔 为 At = 芝 , 所 以 角 变 量 01 在 


越 该 截面 的 改变 量 为 


wiAt= 2 = 2TaQ. 


因此 , Poincare 截面 上 点 oe TT 给 出 , 即 2 


ee 十 270 


其 中 , 频率 比 a = 所 ms a 的 值 还 依 
赖 作用 变量 刀 即 way) 

在 Poincare 截面 上 用 作用 - 角 变 量 旺 为 极 铀 标 CN 01, 并 重复 使 用 二 
维 映射 也 , 例如 ， 


1 = po 十 2ra(po) . 


Sh 为 互 素 的 整数 , 则 半径 为 po 的 圆 上 的 每 一 
定点 , 即 


Ts po ps ps—= po, 
二 家 
Po ps ps 二 920 十 2 :5 二 wo (mod 2r) . 


当 频 率 比 a 为 有 
点 都 将 是 s 次 二 双 “ 也 
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因此 , 未 受 扰动 时 a(po) = -的 有 理 环 面 (周期 轨道 面 ) 与 Poincaré 截面 的 交 线 C 


是 周期 为 的 那些 轨道 所 给 出 的 曲线 (图 9.3). 令 Ci,C- 为 两 个 频率 比 为 无 理 数 
时 的 那些 轨道 给 出 的 曲线 , 则 在 映射 Ts 作用 下 , 周期 性 轨道 所 给 出 点 ( 即 C 上 的 
点 ) 全 为 不 动 点 , 而 C+,C_ 上 的 点 将 沿 相反 方向 移动 . 


图 9.3 
现在 再 来 看 e 关 0 的 情况 . 当 对 体系 加 以 微小 扰动 , Poincaré 截面 上 的 二 维 映 


射 变 为 
( po | _ ( pi1 | p1 = po 十 ej(po, po) ， 
po pl yp1=wpot 2ra(po) + eg(po, Po) . 

当 微 扰 足够 弱 , 且 无 理 环 面 的 扭转 度 a 距 有 理 数 足 够 远 , 如 (*) 式 所 示 , 出 相 ji 的 
KAM 曲面 将 保持 其 拓扑 结构 , 只 是 相对 未 受 扰 曲 面 略 加 变形 ， 对 于 原来 的 有 理 玉 
面 , 其 在 Poincare 截面 上 的 交 线 上 的 每 一 点 , 都 是 映射 Ts 的 不 动 篇、 虽然 十 以 
扰动 后 , 这 些 不 动 点 在 T. 变换 下 的 变化 情况 , KAM 定理 并 未 说 Be 得 是 这 时 可 用 
Poincare-Birkhoff 定理 中 来 说 明 原 来 有 理 环 面 变 化 特点 . 

Poincare-Birkhoff 不 动 点 定理 ”对 于 原 扭 转 度 为 oe 的 有 有理 瑚 而 \ 在 受 
扰 扭 映射 下 , 仍 具 有 2ks 个 固定 点 , 其 中 ks 个 为 椭圆 点 ,上 时 sp 六 55 双 曲 点 ( 息 们 交替 
出 现 . 

事实 上 , 在 变换 Ts 的 作用 下 ， 2 外 部 从 3AEGLo/> -基点 逆 时 针 转 
动 , 记 为 CH; 对 于 C 内 部 的 环 面 a < 其 上 的 访 顺 时 针 连 分 记 为 C_. 因此 在 


C+ 与 C_ 之 间 总 存在 一 条 在 Ts 恋 换 五 展 的 旧作 Rs, 且 在 Ts 作用 下 Rs 
上 的 点 仅 作 径 向 移动 , 如 图 9.4 席 不 . 由 于 Ts 是 保 奸 秽 的 ， 因此 RR 与 TsRs 必定 
相交 于 偶数 个 点 . 即 如 果 z 点 为 所 芭 点 , 满足 TEA x, 则 Tiz(i =1,…,s 一 1) 也 
是 Ts 作用 下 的 不 动 点 . 而 此 fRGE Ns 个 不 动 点 , 也 就 是 说 , 在 原来 的 周期 轨道 附 
近 , 当 加 微 扰 后 , 原来 的 不 桔 环 面 田 存 在 偶数 个 不 动 点 . 

为 了 弄 清楚 在 辐 定 厚 周 国 包 近 各 点 的 运动 走向 , 同时 为 方便 起 见 , 把 所 考虑 的 
不 动 点 取 为 Poincare 世 面 的 原点 , 分 析 其 邻近 点 在 Ts 作用 下 的 行为 . 


D Birkhof G D. 1935. Mem. Pont. Acad. Sci. Novi. Lyncaei, (1): 85~216 
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(b) 


9.4 


假定 e 很 小 但 非 零 , 并 仅 分 析 其 线性 项 . 由 于 Ts 是 实 的 保 面积 变换 , 则 7 变 
换 矩 阵 的 本 征 值 Xi, xx 有 两 种 可 能 : 
(1) Xi, Xa 为 相互 共 思 复 数 


A 和 1 一 eix, X= eix, x 为 实数 . 


这 时 不 变 曲 线 是 椭圆 型 的 , 相应 的 不 动 点 称 为 椭圆 不 动 点 . 此 时 的 KAM 茎 二 是 稳 


定 的 , 即 不 变 环 面 不 破裂. 


和 Xi = e+x， 动 王 = 人 etx 


(2) Al 》a 为 互 逆 实数 


这 时 不 变 曲线 是 双 曲 线 型 的 , 相应 的 不 纹 式 称 因 反 曲 不 NR, 此 时 的 KAM 环 面 是 
不 稳定 的 , 即 不 变 环 面 会 破裂 . 

Lyapunov 指数 与 混沌 运 疆 UP 每 个 双 曲 不 荔 点 h 有 四 条 分 界线 (separatrix). 
其 中 两 条 曲线 的 指向 在 形 欧 甬 电 * 神 用 下 趋 往 不 动 点 h, 记 为 H+; 另外 两 条 曲线 的 
指向 则 在 逆 映 射 Ts 作 剧 下 趋 得 不 动 点 h, 记 为 五 -. 离开 不 动 点 h 的 分 界线 , 五- 
与 进入 自身 或 相 令 妈 曲 六 动 必 WU 的 H+ 有 可 能 相交 , 交点 称 为 同 宿 点 (homoclinic) 
或 异 宿 点 (heteroo 和 (lc).， 若 z 为 同 ( 异 ) 宿 点 , 则 Tsz(n = 土 1, 土 2,…) 也 是 同 
( 异 ) 宿 点 . 由 于 Ts 具 寡 保 面 积 特性 , 五 与 H+ 相继 两 次 相交 时 所 包围 的 面积 为 
定 值 , 这 将 使 得 了 H- 在 h’ 附近 的 振荡 幅度 越 来 越 大 , 同时 运动 轨迹 被 限制 在 有 限 
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区 域内 . 因而 在 每 个 双 曲 不 动 点 及 其 分 界线 附近 的 轨道 , 运动 的 长 期 行为 类 似 于 随 
机 运动 , 即 会 导致 混沌 运动 . 所 以 , 在 近 可 积 体系 的 相 空间 中 , 规则 区 与 混沌 区 交错 
并 存 (图 9.5). 


图 9.5 


当 微 扰 增 强 时 , 更 多 的 光滑 不 变 环 面 被 破坏 , 直到 最 后 一 个 KAM me 人 和 


就 会 导致 全 局 混沌 (图 9.6). 


> 


不 可 预测 性 ， 亦 即 运动 对 初 值 的 敏感 性 . 人 对 于 
Lyapunov 特性 指数 和 来 标记 , 即 RN 4 


ietojlet 全 
a ) 
“ . 


a I6z(to)| 
当 和 为 正 , 标志 NS 式 中 双重 极限 运算 不 可 置换 . 因此 , 动力 学 体 
9 是 : 有 足够 多 的 正 的 Lyapunov 指数 的 有 界 轨道 , 使 其 在 
相 空 间 中 的 维 数 大 于 一 -. 

对 于 N 个 自由 度 的 哈密 顿 体系 , 假定 时 间 为 to 时 , 在 相 空间 中 有 无 穷 小 偏离 


图 9.6 
非 线性 共振 可 以 导致 哈密 顿 体系 中 的 混 ; 人 


(9.95) 


9.5 ”量子 态 密度 的 路 径 积分 表达 式 . 259 . 


Az(to), 当 体系 沿 给 定 轨道 运动 到 时 间 为 1 时 的 偏离 Az(i) 变 为 
Az(t) 一 M(t, to)Az(to) ,» 


其 中 ，M (t,to) 为 由 体系 哈密 顿 量 决定 的 2N x 2N 维 的 相 空间 正 则 变换 矩阵 ， 而 
Lyapunov 指数 入 可 由 矩阵 M(t,to) 的 任意 模 (Norm)p(t,to) 来 定义 , 即 

1 
£ 攻关 
由 上 式 定义 的 Lyapunov 指数 是 经 典 轨道 的 函数 , 对 于 同一 给 定 轨道 上 的 所 有 点 都 
具有 相同 的 Lyapunov 指数 . 周期 轨道 的 Lyapunov 指数 很 容易 计算 ,只 需 分 析 一 
个 周期 了 的 矩阵 M(T,0). 令 8 为 M(T,0) 具有 最 大 绝对 值 的 本 征 值 , 则 此 周期 轨 
道 的 Lyapunov 指数 为 


入 = dim 二 Inplt, to). 


bp InlA| - 令 
对 于 在 Poincare 截面 上 的 椭圆 固定 点 , 若 有 一 稳定 周期 轨道 通过 , 则 相应 的 
有 = e2ric, a 为 频率 比 , 所 以 |8| = 1， 和 = 0, 运动 轨道 稳定 . 但 对 于 在 Poincare 
面 上 的 双 曲 固定 点 , 一 般 有 |8| > 1,， 和 > 0, 即 通 过 的 轨道 不 稳定 . 
9.5 “量子 态 密度 的 路 径 积 分 表达 式 


动力 学 体系 的 路 径 积 分 量子 化 能 够 明确 地 显示 出 量子 力 AAS 
的 联系 . 在 本 节 ， a sy 


系 量子 化 特性 的 初步 关系 . 
量子 态 密度 的 半 经 典 近似 ”对 于 保守 体系 , 哈密 顿 ， 关 ， 传播 
函数 仅 依赖 时 间 差 全 = 如 = 如，, 即 
K (zo, Xa;t)= (zo| exp | 一 op NS 
, © 


eB; (9.96) 


; 人 e(t) 后 作 传 里 叶 变 换 ， 
RN 


dtek BtK (zo, za;t)O(t) 


< lim | dteh (EtiOdtK (zo, Ta; t) 
寺 < 一 0+ 0 
* (Zaji(Z 


Ee—0+ 7 E— bE;t+ie 
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在 第 二 步 的 运算 中 利用 了 ie 正则 化 技术 , 这 样 可 将 能 谱 由 实 轴 延 拓 到 复 平面 , 并 
利用 回路 积分 计算 能 谱 . 我 们 将 重点 讨论 量子 态 密度 的 路 径 积分 表达 式 , 为 此 , 将 
(9.97) 式 对 坐标 取 迹 , 可 得 量子 态 密度 的 迹 等 式 


p(E) 2 —E;)= -| azmglez E). (9.98) 


现在 来 研究 (9.98) 式 的 半 经 典 近似 一 一 路 径 积 分 稳 相 近似 , 我 们 曾经 导出 费 
轩 曼 传播 函数 的 半 经 典 表达 式 (Vlech 公式 ) 


1 

1 3 O25 2 

Ksc(To, to; Ta,ta)= | 一 一 det | 一 -一 
(zxo, tp; Ta, ta) (i) a ( 9 


x exp CAC Tata) = Fm) : (9.99) 


通过 健 里 叶 - 拉 普 拉 斯 (Fourier-Laplace) 变换 可 得 格林 函数 的 半 经 典 表达 式 


LT i 
Qsc (Th, Ta; E) 和 | dter PtK, (vo, va; t) ) 100) 
0 


再 对 坐标 取 迹 , 即 得 态 密度 的 半 经 典 表达 式 


psc (Tb, Ta; E) = 吉 | dz | dtei BtK, (x, z;t) , (9.10» 
我 们 的 讨论 将 从 (9.101) 式 出 发 . 对 于 保守 体系 , 能 量 密 但 站 那么 , 在 度 泣 间隔 
t 二 刀 一 ta 由 xo 一 zs 的 路 径 的 作用 量 


tp 
RE | di(pi— H) = 人 wm (9.102) 


ta 


它 与 在 固定 能 量 EB 下 的 由 zo。 一 ze 的 作 旧 量 泛 硬 V(x6, za; 加 间 的 关系 为 


Wap = W (zo, Tegf) 3 上 dzp = S(eoB;t) + Et . (9.103) 
W(zo, za; 媚 ) 也 称 为 作用 用 特 性 调 闫 对 简 称 作用 函数 ), So 与 Wos 之 问 相当 于 作 坦 
让 德 变换 改变 了 变量 ,AcNK 


罗 OSab Oo 下 过 OWap 
» Or ri’ " 6B; 
D9。b OWop OSap 


De (9.104) 
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先 分 析 最 简单 的 情形 , 考虑 短 核 公 式 , 假设 在 (zo,to) - (zo,ts) 仅 有 一 条 经 典 
路 径 , 相应 的 哈密 顿 主 函 数 


i | 吉 的 二 前 区 和 (9.105) 
因此 
号 Co 2 和 1 
9G(zb Ta; E) = 二 (zr) | dt 区 [2 exp {Rts ed) 十 四 } 
boXa 
(9.106) 
利用 稳 相 条 件 , SY?) pp, 即 S(zo,za,to) + Bt =W(zo,za, 忆 ). 采用 


稳 相 近似 ， 格林 函数 的 半 经 典 表 达 式 为 


xekW(ro,ra;E) | 
0 


D-1 1 1 
1 1 2 0250p 2 OSop i ~ ) 
一 一 一 一 -一 一 让 ThTa 
2 这 (总 ( 25 ) = (- 总 浊 。 17) 


量子 涨 落 因 子 的 计算 为 了 计算 (9.107) eg 
固定 ， 设 Pa 在 nN 维 体积 内 的 变 分 为 Spa, 经 典 轨道 由 Za 出 
元 为 8zs. 则 易 证 雅 可 比 和 矩阵 J = 1 3 的 逆 矩 阵 为 


(如 ES 
(2 OO 
而 且 这 时 因为 + 保持 固定 ， ro 得 CD 
区 
(9.108) 


因为 在 相 空间 固定 能 量 妃 的 而 


(a H ,Tb 
b 
‘rife 
D0 je OH We 


po 


A 325u | ! N 
ee 2 ab 
Gec(zb Zai 五) 一 于 (zr) 区 | | SS 
”qte 恋 3 (te) 
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62 
OriOr!i 
具有 本 征 值 为 零 的 本 征 矢 所 以 
b 


det M =0. 


上 式 表 明 D x DD 维和 矩阵 


再 由 勒 让 德 变换 (9.104) 式 知 


(Se) - O2 Wap 


Ot2 0682 ， 
另外 , 由 于 
OSap Duw 
DZ Bz ” 


利用 (9.108) 式 , 有 
0D25. Wo Wo OF 
OriOrt OriOrk Oxz0E Or 
_ Wop O2Wop O2Wap ({ O2Wop 
Oridrk Or0p OEOr: \ Op? 


BE 
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(9.109) 


(9.110) 


(9.111) 
4 


12) 


注意 到 (9.109) 式 , 易 证 由 (9.112) 式 表 示 的 复杂 成 员 组 成 的 Dx DD RN JJ: 


行列 式 , 可 用 无 奇异 性 的 (D 十 1) x (D+1) 维 的 行列 式 Ass(B 


OWos OWos 


OriOzk 2 
O2 Wo 
OEOxk 

O25 


__90 det a 
~ dB“®D A 


Aao(E)=(-1)?tidetpy1 


lab 


再 利用 (9.110) 式 可 计算 (9.107) 式 的 量 量 涨 ; NW 对 于 行 
阵 , 可 以 构造 一 个 行列 式 不 为 零 的 (D + 对 x (D+ 0 托 海 


Os 


Ey 
NS 


为 零 的 DxD 算 


* 例如 , D = 2 时 , 设 


| < d 
a b 忒 Q b a 
€ ,| d wv 
了 0 Z/z y/z 0 


a SS 


入 
“O 


9.5 “量子 态 密度 的 路 径 积分 表达 式 . 263 . 


另 一 方面 ， 
a— ur/z b—uy/z a uy/z| | ur/z Lb 
c—vr/z d—vy/z c vy/z vr/z d 
-| ss) ys 
两 式 比较 , 得 
Aao(E)=—2z6 


Morse 指数 与 闭合 轨道 的 拓扑 性 质 ”进一步 , 我 们 假定 在 固定 能 量 时 , 由 
za 一 x 可 能 有 若干 个 经 典 轨 道 , 因此 计算 路 径 积分 时 还 应 对 各 个 不 同 的 经 典 轨道 
{zy} 的 贡献 来 求 和 . 这 样 , 我 们 可 将 格林 函数 的 半 经 典 表 达 式 最 终 表示 为 


Gsc (Th, Xa; E 2 A/( (—1)P+1AY, ee Wo, —i$y (9.1 


也 称 为 Morse 指数 , 但 它 一 般 不 同 于 指数 v,. 后 者 标志 着 在 固定 
za 一 25 的 轨道 族 的 拓扑 特征 , 而 前 者 jy 则 取决 于 在 固定 能 量 媚 
轨道 族 的 拓扑 特征 . 再 对 (9.113) 式 取 迹 ， a 


psc(E)= Ee | arimgle, rz; E) (人 
-Gn Dl ; 


隐士 1 


(27h) 2 
六 < 
x COS jG 十 -| (9.114) 
另 一 方面 , 在 稳 相 近似 下 ， 因 A 


EE 4 .经典 相 空间 中 的 闭合 轨道 不 仅 要 求 起 点 、 终点 
} ex ye z 雪 日 还 要 求 具有 相同 的 动量 ; p。= ps, 即 它们 必定 为 
周期 轨道 , 而 周期 办 由 租 当 于 相 空间 中 的 环 面 , 如 图 9.7 所 示 . 这 时 取 迹 运算 , 相当 
于 对 所 有 周期 轨道 求 各 


ea 


入 
RC 


: 264 . 


Se 
a) 在 位 型 空间 闭合 轨道 
图 
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CD 人 


2 回路 


(b) 相应 轨道 在 相 空间 形成 环 面 


9.7 


路 径 积分 与 量子 化 条 件 ”作为 量子 态 密度 的 路 径 积 分 公式 的 应 用 举例 , 在 这 


里 导出 玻 尔 - 索 末 菲 量子 化 条 件 . 


为 简单 起 见 , 讨论 一 维 情况 (高 维 也 可 类 似 分 析 ). 在 相 空 间 中 , 闭合 周期 轨道 


的 作用 量 函 数 为 
WI(E) -中 ar 过 bazv 2m(E — V(z)) 
=2| drV2m(E — V(x)) = 2Wos. 
由 于 
O2Wop B 
OraOTe ~ 
O2Wap _ m eo O2Woao 
Ora0E Vm(E—V(z)) OBE0zx,’ 
所 以 
A(z, x; E) = 


对 于 能 量 为 的 ; 重 周期 轨道 , 其 Maslov 指数 


Wi(z, 7; E) = ja 2 


因此 一 维 体系 (D = 1) 的 量子 态 密度 为 


又 因为 


并 利用 泊 松 求 和 公式 


柯 ) 


2 cos(2r7Z) = 


oO 
) 


2m 


2m(E — V(rz)) 


>》 6(z 一 7 


BV)) EAS 


ee 


(9.119) 


(9.120) 
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可 以 求 得 
1 OW(E) W(E) 1 
i 
_ OW(E) 


=- 5 (wa) = (n+ 3) 2 = 》 6B -En), 
在 上 式 的 最 后 一 步 运算 中 利用 了 公式 
加 0(z 一 Zn) 
rl 


故 有 
b 
| dzrvV2m(E—V(z))= SW(E) @ 十 3) Ah. 
上 式 便 是 用 稳 相 近似 路 径 积分 方法 得 出 的 玻 尔 - 索 末 菲 量子 化 条 件 . 


9.6 ”量子 不 可 积 性 (量子 混沌 ), 强 电 磁场 
中 的 Rydberg 原子 


量子 可 积 与 不 可 积 体系 ”量子 力学 的 数学 结构 是 线性 的 . 因此 , 如 何 理解 量 
动力 学 的 非 线 性 效应 , 特别 是 如 何 用 量子 力学 分 析 研 究 微 观 体系 中 的 壬 线性 现象 ， 
是 当前 物理 学 界 的 重大 课题 之 一 . 前 面 的 讨论 表明 , 动力 学 对 称 群 酌 串 用 六 分 析 眷 
斯 动 力学 体系 是 否 可 积 , 动力 学 对 称 性 的 破 缺 可 导致 量子 相 澳 六 喘 的 缚 次 相交 (号 
致 量子 体系 不 可 积 . 本 节 将 简要 说 明 非 线性 现象 中 量子 涨 荡 航 动 滴 学 效果 还 优 导 至 

对 于 有 限 维 量子 力学 体系 , 可 以 类 似 于 刘 维 尔 乔 于 高 览 甩 学 做 条 可 积 性 的 定 
义 , 来 给 出 量子 力学 体系 的 可 积 定义 . 例如 , 对 于 看 NW 动力 学 自命 度 的 量子 力学 
体系 , 必须 有 NN 个 相互 交换 的 力学 量 完 等 素 {I;。 下 1,，2, .CAY}, 其 中 包含 体系 
的 哈密 顿 量 五, 满足 


[Ei, 1] hy 
这 N 个 交换 算 子 称 为 运动 积分 , 秽 依 具有 共同 的 宗 汪 态 , 具有 N 个 好 量子 数 : 
Li|AX) 一 Ai 入 )， 


体系 的 能 谱 为 (和 Ai} 本 函 攻 . 黄 8 入 即 可 定义 量子 可 积 性 : 

具有 N 个 独立 疆 万 学 自由 度 的 量子 力学 体系 , 当 存在 N 个 相互 交换 的 运动 
积分 , 即 体系 具有 相互 列 换 的 力学 量 完 备 集 CSCO(complete set of communicating 
operator), 则 体系 可 积 . 
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对 于 量子 可 积 体系 , 则 常 可 找到 相互 交换 力学 量 完备 集 , 在 以 它们 的 本 征 值 ( 称 
为 好 量子 数 ) 相应 的 本 征 态 构成 的 基底 的 态 空间 中 , 使 得 体系 的 哈密 顿 量 可 对 角 化 . 

量子 动力 学 体系 的 动力 学 对 称 决定 着 该 体系 的 动力 学 行为 , 对 具有 N 个 自由 
度 的 量子 可 积 保守 体系 , 必 存 在 N 个 独立 的 和 相互 对 易 的 守恒 量 万 , 且 万 必 为 动 
力学 群 的 某 一 子 群 链 的 Casimir 算 子 . 使 { 五 ji 共同 本 征 态 按 其 不 可 约 表示 实现 . 

量子 体系 的 不 可 积 性 表现 于 动力 学 对 称 破 缺 ， 在 原子 分 子 物理 、 核 物理 、 凝 
聚 态 物理 、 介 观 物理 等 领域 中 存在 许多 量子 不 可 积 性 问题 , 对 于 这 些 难于 用 常规 量 
子 力学 方法 求解 的 强 不 可 积 问题 , 目前 最 有 效 的 手段 就 是 用 路 径 积 分 相干 态 表述 方 
法 . 在 稳 相 近似 下 , 首先 对 体系 经 典 动力 学 运动 及 其 稳定 性 问题 进行 分 析 , 然后 再 
进行 量子 涨 落 分 析 , 这 是 当前 量子 力学 研究 前 沿 的 新 领域 . 

例如 , 高 激发 态 所 原子 的 微波 电离 和 量子 局 域 化 及 去 局 域 效 应 (delocalization). 
1905 年 爱 因 斯 坦 对 光电 效应 的 分 析 发 现 单 光 子 的 电离 具有 明显 的 频率 阔 值 . 而 1974 
年 Bayfield 和 Koch 发 现 高 激发 氧 原子 在 强 辐射 场 中 的 微波 电离 具有 明显 的 场 强 
闭 效 应 , 并 被 解释 为 原子 中 的 电子 在 非 线性 共振 响应 下 出 现 的 大 范围 混沌 扩散 , 因 
而 产生 多 光子 电离 . 1978 年 Leopold 和 Perival@ 用 相 空间 中 的 微分 正则 分 布 模拟 
了 高 激发 态 所 原子 束 的 初始 状态 , 并 用 蒙特 卡 罗 方 法 对 相 空间 轨迹 进行 数 焦 计 算 ， 
肯定 了 多 光子 电离 现象 与 经 典 混沌 的 联系 , 得 出 的 电离 率 与 实验 符合 的 很 好 4 
强 磁场 中 的 氨 原 子 ”下面 简 单 介 绍 在 强 磁 场 中 氧 原子 高 激发 态 能 谱 及 电离 大 
题 . 

Rydberg 原子 具有 高 量子 数 态 ， 可 进行 半 经 典 分 析 . 在 均 俞 诗 幅 场合 的 氧 原 
子 @@, ( 暂 不 考虑 电子 自 旋 ), 其 哈密 顿 量 


H= 5 (p+ 1 > (9.121) 
其 中 , 4 为 矢 势 , 对 于 均匀 磁场 B, 可 选 
a- 
满足 
WxA=B 


© Bayfield J E, Koch P MoS PHN. Rev. Lett., (33): 258. 

@ Leopold J G, Perival SU. 1978 司 ?hy 尽 Rev. Lett., (41): 944. 

1. Frieduch H, WintcerW, 1989 Fhe hydrogen atom in a uniform magnetic field-an example 
of chaos. Physs i\epY (183 3 ~39. 
2. 顾 准 1996. 全 ;也 沪 本 .上 海 : 上 海 科技 出 版 社 . 
3. Cvotanovie P, Sal. Classical and quantum chaos. http://www. nbi. dk/ChaosBook/ . 
4. Du M L, Delos J B. 1988. Effect of closed orbits on quantum spectra, ionization of atoms 
in a magnetic field. Phys. Rev. A, (38)1896. 
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及 条 件 
V.4=0. 


设 均匀 磁场 B 沿 z 轴 方 向 ; 可 选 


已 已 
4= -二 /4 二 二 rz，4:=0. 
ph 2 9 0 


ea B m2e3c Se 
引进 量 纲 为 一 参数 7 = Bi' 了 = ~ 235 x 105T. 并 采用 柱 坐 标 (p, p,z), 则 
相应 的 正则 动量 为 


pp=p, pz=%, py= mi- 全， 
哈密 顿 量 (9.121) 可 表示 为 
了 1 和 
人- 


将 定 态 薛 定 刘 方 程 的 波 函数 记 为 《 


V(p,p,2) 三 Vp, 2)e™™, 0 
满足 


B( wi 让 + 六 ) -二 + y+ P| 、 Nk、 


3\ p60p O22 PF) VirR 2 
NN 
此 哈密 顿 量 对 绕 z 轴 转 动 和 对 zy 平面 反射 不 变 ， un ey 反射 
省 
) 久 运 5 


字 称 x 均 为 好 量子 数 , 且 左 端 第 三 项 ( 塞 曼 项 ) 为 和 党 : Ks 级 平移 
因此 , 需要 重点 分 析 的 物理 问题 是 粒子 在 2 维 , 
E- (Pp,2), (9.124) 


1 10 0 92 
2 pop’ Op 汉 ) ro 


其 中 ， RN 
2 2 m2 1 


8 P 十 2 竺 本 (9.125) 
仅 当 : y= 二 0 久 可 解 ; @ 7 很 大 时 , 库仑 项 (上 式 最 后 一 项 ) 可 忽 
略 , 相当 于 外 场 中 子 , 精确 可 解 . 在 一 般 情 况 下 , 此 方程 不 能 用 分 离 变 量 法 求 
解 , 只 能 在 磁场 很 弱 绚 人 强 时 的 极限 情况 下 , 用 微 扰 方法 可 得 近似 解 . 下 面 分 析 讨 


论 : 
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能 磁场 极限 与 塞 曼 能 谱 ”在 弱 场 情况 下 , 可 忽略 抗 磁 项 , (9.125) 式 右 端 第 一 
项 , 这 时 体系 为 SO(4) 对 称 的 氧 原子 , 力学 量 完全 集 (H, L?, L,) 为 守恒 量 ， (n, l,m) 
为 好 量子 数 , 是 可 积 体系 , 这 时 能 量 的 本 征 值 可 表示 为 (用 Ryd = TF 为 能 量 单 
位 ) 
1 mm 


on 站 本 (9.126) 


En m = 
此 即 部 知 的 简单 塞 曼 效应 . 
当 Y 关 0, 体系 不 可 积 , 需 考虑 抗 磁 项 的 微 扰 作用 ,， 当 抗 磁 项 y?n4/8 小 于 能 多 
间距 ” >, 不同 ”能 级 间 耦 合 可 略 去 , 这 时 n 仍 是 一 个 好 量子 数 , 但 ! 已 不 是 , 这 一 
能 区 称 ! 混合 区 . 这 时 , 守恒 量 除 B,L, 外 , 还 有 一 个 准确 到 72 的 近似 守恒 量 


2 2 2 2 
号 一 44 一 542 一 4(42 十 42) 一 42， (9.127) 
其 中 
1 me 
A=——————|IPxL-— 
A | 7 "| 


为 Runge-Lenz 矢量 . 

对 马 的 具有 正本 征 值 的 本 征 态 , 算 子 4 = (4,, 4y,L;) 具有 近似 [质量 对 
称 ， 4” 本 征 值 A + 1) 的 本 征 态 , 称 为 转子 态 ， 相 应 本 征 态 可 用 (n,k, 贷 ) 象 入 
记 , 入 一 n 一 1 一 k， 相应 的 大 由 0( 当 = +1 或 1( 当 zx = -1) 增 全 到 其 最 侠 咎 
n 一 |m| 一 1. 抗 磁 微 扰 项 导致 能 级 移动 为 


人 Frot ,2,2 2 2 9 2 我 $9.128 
2 3X( 2 m 4 RN W145) 


对 马 的 具有 负 本 征 值 s 的 本 征 态 , 近似 具有 0(2)x_O(0 蚤 称 , ES 于 一 维 看 
合 非 线性 振子 , 称 为 振子 态 . 相应 的 本 征 态 仍 用 (n, 驯 yy 豆 标 记 , kN 一 ml -s. 
逆 磁 项 导致 振子 态 能 级 的 移动 为 


pe 
人 五 吧 = 167 "(20 + lm|+1)2Vsn 3(20 Dim| + am? + 1] (9.129) 


其 中 , o = (9 — 1)( 或 = ;(:-2， 了 2. 

当主 量子 数 为 n + 1 的 三 攻 二 的 最 低 振子 态 '(c = 0) 与 主 量子 数 为 n 的 多 
重 态 中 最 高 转子 态 (和 = 7 阐 ; 1 或 盟 - 2) 的 能 级 重合 时 , 系统 进入 ”混合 区 . 当 能 
量 接近 电离 阔 户 = 0g, 全 和 疏 者 不 再 是 好 量子 数 , 这 时 以 Rydberg 态 为 基态 的 微 
扰 理 论 也 就 失效 . 

强 磁场 极限 与 朗 道 讽 谱 ” 当 (9.123) 式 中 库仑 项 ((9.125) 式 中 最 后 一 项 ) 可 忽 
略 , 则 方程 可 对 坐标 p,z 分 离 变 量 , 可 令 W%(p, 2) = 5(p)ei?:*, 则 径 向 波 函 数 8(p) 满 
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足 


1 10 9 m 1 2 2 m ji 
二 | 且 二 河 了 汪 1 
| | 0 G 5 3 G(p) (9.130) 


相当 于 自由 电子 在 垂直 磁场 平面 做 圆周 运动 , 其 能 量 本 征 值 为 


1 
E= ENm 让 3Pz 


1 m |ml 
五 wm = N 》 
( t+ 二 7 


N=0,1,2,.…, 


此 离散 谱 称 为 朗 道 (Landau) 谱 . 
当 考 虑 库仑 项 微 扰 作用 时 ， 可 将 波 函 数 w(p,z) 按 (9.130) 式 的 径 向 朗 道 态 
GNm(p) 展开 


Ww(p,z) = 》， GNm(p)VN (2), (9.131) 


N>0 


带 入 (9.123) 式 得 到 一 组 由 不 同 朗 道 通道 波 函数 wn(z) 的 耦合 方程 


1 d? 
GS 和 Bn) byw) -DV (oD) =0, Np) 


其 中 ， Em = 
中 微 扰 项 


im 十 1)Y 为 最 低 朗 道 能 级 的 零点 能 , 是 在 m" 子 窒 妃 的 族 离 阔 . 式 
i ‘(A 
Vp2 十 好 
不 依赖 方位 角 量 子 数 m 的 符号 , 使 各 朗 道 通道 波 函 着 闻 舌 生活 合 . 

当 ~Y > 1 时 , N>0 通 道中 的 各 离散 谱 都 在 其 思 遍 弓 低 电离 讽 史 和 ,都 是 一 些 
能 自发 电离 的 束缚 态 , 只 有 N = 0 通道 dyd 讽 cg 厅 列 才 尖 襄 于 束缚 态 ， 当 磁场 
强度 从 y = 1 附近 往 下 减 时 , 不 同 朗 道 通道 开始 臣 登 , 在 ,7 6.3 附近 , N = 1 通道 
中 最 低 共 振 态 越过 电离 阔 已， 破坏 了 原 强 在 骨 彝 朗 道 仍 级 的 Rydberg 序列 . 当 7 
再 减 小 时 , 更 多 朗 道 通道 重 又 , 怖 能 详 结 构 愈 来 愈 复 窟 

任意 场 时 体系 的 可 积 性 分 除了 在 弱 磋 专科 强 磁场 两 种 情况 外 , 在 一 般 情 
况 下 , 磁场 中 的 氧 原子 能 翌 结 局 上- 和 复杂 , 很 难 用 量子 微 扰 理论 给 与 简单 解释 . 

1969 年 ，Gastosa qmki 夺 DD 测 得 钢 原 子 在 不 同 外 磁场 强 下 的 吸收 谱 , 如 图 
9.8 所 示 , 在 电离 彰 附 近 股 现 党 列 间 隔 为 1.57 的 共振 吸收 峰 . 此 震荡 结构 Edmonds 
称 为 准 朗 道 谱 . 


Vi (z) = | dp 
0 


© Gaston W RS, Tomkins F S. 1969. Astro. Phys.J., (158): 839. 
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GE tA 


”ew i | 


42 050 42 000 41 950 41 900 /em”! 


图 9.8 钢 原 子 在 外 磁场 中 的 吸收 谱 


1971 年 Gutzwiller 提出 周期 轨道 理论 , 利用 路 径 积分 的 半 经 典 近 似 给 出 了 站 
子 态 密 度 的 迹 公式 . 这 种 分 析 方 法 已 在 原子 分 子 光 谱 中 得 到 广泛 应 用 , 特别 是 , 由 
光谱 测量 判断 电子 轨道 的 周期 与 经 典 作 用 量 , 进而 分 析 这 些 轨道 的 产生 与 停 仿 , 分 
析 体 系 动力 学 有 序 及 混沌 的 变化 , 已 经 成 为 当前 研究 前 沿 课题 . 为 说 明 其 竺 饥 寺 
面 先 简单 分 析 一 下 在 磁场 中 氧 原子 体系 经 典 动力 学 的 特点 ， 周 期 轨 镍 的 产 4 从 风 分 
岔 , 轨道 的 初始 条 件 敏感 性 与 Lyapunov 指数 . 然后 再 讨论 相应 量子 理 惟 与 实验 的 
比较 . 

磁场 中 氨 原 子 的 动力 学 分 析 ”为 建立 经 典 与 量子 动力 SURRSEE 认 真 分 析 
在 相 空间 经 典 轨道 结构 . 在 磁场 中 所 原子 体系 哈密 顿 量具 月 颈 度 痢 效 性 


末 (ocr arp,ast) = ao 万 ( 作 2 山 


作 标 度 变换 


这 里 忽略 塞 曼 项 , 福 当 克 作 定 态 能 量 平移 . 或 者 说 这 里 采用 了 以 Larmor 频率 w = 
了 绕 z 轴 做 匀速 旋转 HL 标 , 使 上 式 中 塞 曼 项 消失 , 成 为 含 参量 i, 的 两 个 自由 度 体 
系 哈密 顿 量 , 且 在 作 标 度 化 变换 后 , 经 典 动 力学 仅 依赖 标 度 变量 e 


9.6 ”量子 不 可 积 性 (量子 混沌 ), 强 电磁 场 中 的 Rydberg 原子 . 271. 


E 一 已 和 


分 析 体 系 在 相 空 间 能 量 曲面 万 = e 上 运动 . 
为 消除 五 在 7= V 记 十 如 =0 处 的 奇异 性 , 引入 准 抛物 坐标 


| | 
Fh 2=5(W 2) p= uv 


2 
及 相应 的 标 度 时 间 变 量 
dt = 27d7 = (jp2 + v2)dr. 
相应 地 
i si De sr Mth) 
其 中 ， 
dy dv 
Pb, 一 v 二 a 
于 是 
五 = 


1 让 当 1 
一 -一 一 -|P2+P2+D2I 一 十 二] 一 4 = 六 =. 
5 + 2 12 五 + 次 和 


引入 正则 化 哈密 顿 量 
(B+ 局 + 肥 + 鼻 ) 一 e(12 十 zZ2) 十 Lo2v2z02+va 
2NWA 也 7” 2 8 
对 e < 0, 相当 于 二 维 耦合 非 线性 振子 (频率 为 w = V 一 2e, 时 人 R 这 人 项 ?v2 (A+) 
耦合 ). 

KAM 环 面 破 缺 分 析 ”分析 相 空间 固定 e 的 三 维 琴 栈 唱和 = 0 的 中 oOincare 截 
面 上 粒子 相 空间 轨迹 . 在 均匀 磁场 中 氢 原 子 体系 缚 典 晨 动 绛 不 分 而 做 灿 于 能 量 EE 
与 场 强 y, 而 是 仅 依赖 于 标 度 能 量 De = y-3 Eq( 许 玉 折 大 由 粒 巴 可 限 e 一 一 00, 经 
典 运动 是 正则 的 可 禁闭 在 不 变 环 上 . 在 讨 ~ -0.3 引 存在 突然 图 变 为 混沌 运动 区 , 而 
在 e= 0.127 268 612 最 后 KAM 环 面 破 夸 . 

对 碱 金属 原子 在 电离 六 附近 夏收 谱 的 疯 旱 , 表明 中 池 在 磁场 中 存在 准 朗 道 共 振 
现象 . 对 此 , 可 应 用 半 经 典 近 俐 分 杨 共 振 结 构 , 念 久 所 原子 在 磁场 中 不 稳定 经 典 周 
期 轨迹 之 后 , 杜 孟 利和 Dg 站 聊 径 积分 半 经 典 表 达 式 , 考虑 到 电子 的 初 态 波 函 
数 wi(q) 在 原子 核 附 近 晤 分布, 影 出 吸收 光子 后 电子 的 运动 轨迹 相对 要 大 得 多 , 在 
计算 振子 强度 分 看 阿 , 轩 向 E 贰 过 原点 的 闭合 轨道 的 贡献 . 他 们 在 计算 中 考虑 了 具 
有 较 短 周期 的 65 付出 合 轨 道 的 贡献 , 计算 结果 与 实验 基本 符合 . 


个 Frieduch H, Wintgeh D. 1989. Phys. Rep., (183): 37. 
@ Du M L, Delos J B. 1988. Phys.Rev.A, (38): 1896. 
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人 


习 题 9 
1. 当 仅 一 束缚 态 , 散射 数据 
B(z)= pe 一 
由 GLM 方程 3 
Kwa tp "ero +| ayk(e, wpe "ur =0 
请 解 出 散射 势 u(z). 


1. 基本 高 斯 公式 


利用 参数 微分 可 证 


用 数学 归纳 法 可 得 


2. 配方 积分 


附录 A 高 斯 积分 


、 Tl1 
| ee -于 
TT 3 
| dyy’e ™ = Yaa 
加 ee mT15 
| dyye ™ = aga 


十 oo 2 
| dye™Y +by 一 
+ 


十 
| 上 dyye™ "thy 人 | ) 
一 Do 


© 


82 
EN 


on 了 (+ \ ~ 


十 oo 
| dyy2ne ao 一 /二 
一 De 


a (2a)" EA 


.SR 


OO 
要 
S 
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4，Fresnel 积分 


十 oo ; 
| dyeioy = V2 一 ee VE (A.5) 
一 ce 

十 ce . | 
a 


5. 高 维 推广 , 利用 实 对 称 延 阵 可 以 用 正 交 矩阵 对 角 化 , 可 证 


十 oo 十 oo 1 
| | dm donexp (30. Aw+b.o) 
二 2 


-ofl 叶 (A7) 


det A 
其 中 , 4 = (hi;) 为 实 对 称 和 矩阵 . 
6. 全 纯 变量 高 斯 积分 


ec EN 


2 一 2 十 jy， SN 


XK: 


积分 测度 O 
dz A dz = 2idz A dy, © © 
那么 人 人 
dzdz oss _ [df Al © 
| iax | 去 ee, 
于 是 利用 厄 米 矩 阵 可 用 名 正 矩阵 对 角 化 , RNS 
jI ;Zo 72 SN e-trln 4 (A.9) 
[1 A ee j zj+27b;) 一 rae BAisb; 人 一 A-!, (A.10) 


其 中 , 4+ = 4，4 为 厄 王 纸 阵 . 


十 oo 十 oo i 
| | dm don ep (30. A.w+id.o) 人 
-oo J-o 2 
Dn 
a op {20.4015} A.8) 


附录 B 狄 拉 克 0 函数 


B1 狄 拉 克 6 函数 的 定义 与 性 质 


狄 拉克 6 函数 为 偶 函 数 
dz —Y) = dy — 7). (B.1) 
其 特点 : 除 在 x =y 点 外 ,6(z 一 y) =0, 而 在 x ==y 点 ， ln 一 切 一 co. 使 
b>y 
| d(x — Ydz=1. (B.2) 
a<y 


对 于 任意 光滑 函数 f(z), 有 


b>y 
[ft Was = 100) \ 了 
6 函数 具有 如 下 性 质 : 


jz)5g(z- 切 = 一 切 ， ce 
人 XK A 
当 f(z) 有 某 些 零点 zn, 且 f'(zn) 关 0， (0 cp 


a 2 (B.6) 


例如 2 
56(z2 — a? 二 人 RN 
当 a> 0 时 ,有 RN 
1 
< 二 7 (Ge 2 5 
B2 6 函数 的 微 ANB 括 函数 
6'(z) 满足 


十 ce 
| dzxd’' (x)f (7x) = —f"(0). (B.7) 


67(z) 满足 
| azarGjyte) = CD"7n(o) 
Step 函数 
1, 当 z> 0， 
人 
0, 当 z < 0. 
Sign 函数 
= +1， 当 z > 0， 
和 -1， 当 z < 0. 
它们 具有 以 下 性 质 : 
|z| = ze(z), 
0(7z) +0(—7z)=1, 
0(7) — 0(—7) = e(Z). 
微分 造成 奇异 函数 更 奇异 : 
oa jE e(Z)， 
de(z) _ 
-az = 26(2), 
_ db(z) 1de(z) _ 1d?|z| 
2 dz 2 dz2’ 
而 积分 使 它们 较 光滑 


就 富生 | 


0 
e(Z) =—1+ > 


B3 6 函数 的 各 种 渐 近 表示 
6 分 布 的 各 种 渐 近 表示 常 


1 € 
= 二 lim ， 
和 Te 一 0+ NE2 十 ( 工 一 切 ? 


1 1 


附录 B 狄 拉 克 6 函数 


(B.8) 


2nie 0+ NAZ 一 4 一 ie 


| 
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1 . T—Y 
6 2 ER .16 
(一切 一 lm， 二 和 (B.16) 


06(Z 一 2 = im lg (5 一 jz 一 咱 5 (B.17) 


—0+€ 


这 里 很 容易 验证 上 面 的 表达 式 确实 是 5 函数 , 如 (B.13) 式 可 用 


十 co ; 
(B.14) 式 可 用 :| Ss = 二 1, (B.16) 式 可 用 | dz 一 = e(a). 


另外 对 沿 实 轴 积 分 的 积分 核 
一 二 (3) 土 ixd(7z)， (B.18) 
(B.18) 式 PP 代表 取 积分 主 值 , 即 当 沿 实 轴 积 分 , 遇 到 奇 点 


=m NO 
也 存在 各 种 傅 里 叶 级 数 展 式 . 例如 人 、 

A 去 Ee dkeik®, .19) 

0(z) = im im 二 人 让 


; ) 
| .20) us 


当 x > 0, 将 有 沿 实 轴 积 分 , 可 再 补充 由 上 半 周 返回 , 利用 回路 
9(z > 0) = 1. 类 似 可 证 9(z < 0) = 0. Na 
B4 6 函数 的 正 交 完备 集 表 达 式 

6 函数 常 可 用 各 种 正 交 完备 集 表 达 . 例如 , 在 co Da 
{yn(z)} = Ve” 满足 


完备 条 件 ee N 
另 一 方面 , 对 连续 谱 5 
证 灾 风 地 


完 各 条 件 | apm = (a —W) 


dk (2) Yk (7) = 6(k — k'). 
| (B.21) 
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(B.21) 式 即 6 函数 满足 的 傅 里 叶 级 数 展 式 . 
ee 
6(z —Y) = 去 | dkeik(t 一 切 . 


B5 有 限 区 域 边 值 问题 


下 面 分 析 在 有 限 区 间 0 < xz < 工 的 边 值 问 题 . 分 析 讨 论 一 维 Laplace 算 子 


2 
-Cz 的 本 征 函数 及 其 相关 5 函数 
1. Dirichlet 边界 条 件 
$(0) =0= 9(L), bn(z) = Van ze， neN, 


L 
NNY . Nnz 
Ei 一 -一 < < 
6(z —Y) = IDsin 四 sin 元 (0 < zx,y < 5), 
nEN 
2 人 
| dz sin sin er = grnm (n,meN). 


2. Neumann 边界 条 件 


H(0) =0=0(D), tn(D) = ye, neN, 和 = 


6(z —Y) = FD cos SY cos 2 (0<z,y < 5). 
Liez 


3. 周期 边界 条 件 
二 /i sna/L, 


rr_l1 
= ir2m )/ 三 
6(7Z 了 》 eir2n(z W/L 一 世 co 人 


oa 


NS 
AS 


了 和 n=1 
(B.23) 
(B.23) 式 当 y=0 即 
6(z) = NU A Re (B.24) 
Ly 
(B.24) 式 z 限制 在 0< zg< 工 ， 步 将 > 用 起 拓 在 整个 实 轴 而 得 
nL) Ye (B.25) 
2 
令 工 = 27n,( 
> 6(z — m2n) 3 加 (B.26) 


附录 B 狄 拉 克 5 函数 
再 令 z = y2n, (B.26) 式 即 


> 6(y — m) 二 eir2ny 


(B.27) 式 即 泊 松 求 和 公式 . 
B6 ” 泊 松 求 和 公式 的 各 种 表达 式 
(B.25) 式 两 边 乘 F(z) 并 积分 得 
十 oo 


十 oo 1 十 co 
> PIVD= YF | dzF(zjei2mmz/， 


N=—o00 n=—00 


十 oo 十 oo 1 十 oo | 
》，F(N2m)= >， 二 |、 dz 严 (z)einz 


N= 一 oo n= 一 00 


将 F(z) = er-“ 一 ,代入 上 式 得 


Se _a?2(2xN)? 1 Pe 
使 对 参数 a 展开 收敛 慢 的 级 数 , 表达 成 收敛 快 的 级 数 . SS 


(B. 


279 . 


27) 


附录 C 二 阶 线性 常 微分 方程 与 格林 函数 
二 阶 线 性 党 微分 方程 
jw) = -| 京 + 四 蕊 +rg| wn) = 7 (C1) 


相应 算 子 上 的 齐 次 方程 解 p(z) 满足 : 


Lo(x) 三 一 区 十 Q(z) 下 = "(a)| p(x) = 0. (C.2) NO 
非 齐 次 方程 (C.1) 的 通 解 y(z) 可 表示 为 和 
.3) 


W(Z) = 9Z) 十 加 (7)， C 
其 中 , 如 (z) 为 方程 (C.1) 的 特 解 . 
齐 次 方程 (C.2) 意味 着 全 加 原理 . 其 解 的 任意 线性 组 合 本身 仍 估 二 
分 方程 (C.1 ) 的 通 解 含 两 可 调 参数 . 可 采用 下 面条 件 来 确定 : 
(1) 初 值 问题 (IVP), 要 求 Css 


W(zi) =a, Wz1) = Ns 
(2) 边 值 问题 (BVP), 可 采用 SA 心 
只 


GD Dirichlet 边界 条 件 WT1) =a, WwW(z2) 
@ Neumann 边界 条 件 wy (z1) = vu, 世 w'(z2 
而 方程 (C.1 ) 的 特 解 为 


A dyG(s; Cy (G4) 
其 中 , 格林 函数 Ge 


“9 + q(z) ;+r(o)|G (z;y) = 6(z ~ Y) (C.5) 
及 相应 边界 条 件 . 我 们 询 结 合 边界 条 件 确定 格林 函数 . 而 初 值 问题 与 边 值 问题 解法 
非常 不 同 , 下 面 分 别 讨论 ; 


附录 C ”二 阶 线性 常 微分 方程 与 格林 函数 


1. 初 值 问 题 

所 有 初 值 问题 均 有 解 : 

4(0) =a, Wf(0) 到 
bo(0) =0， 如 (0) = 0. 
为 满足 以 上 条 件 , 格林 函数 G(z; y) 应 满足 


%(zZ) = gzZ) 二 如 (7)， | 


G(0;y) = 0， Ge; y)|z=0 = 0， 
则 
= 人 dyO(z — WGC WF) 


[= 


日 


坟 辐 站 | dyG(z;y) f(y). 


可 证 
Oa) = Oe da) 


其 中 , 81, 92 为 齐 次 方程 的 两 个 线性 独立 解 , 而 W = 9195 一 9’ 92 0. 
2. 边 值 问题 


有 些 边 值 问题 无 解 , 如 Dirichlet 边界 条 件 w(x1) = 0 = 
解 . 
当 齐 次 方程 存在 如 下 两 个 线性 独立 解 $1,2,W = RN 
, 1 本 RN 
L = 0, 
p12(7) J S 4 O 
LGO(z;a) = 5(z — a), ~ ces 全 
存在 如 下 解 : 
G(7z;a) = 


即 
区 < jz)b1(7)G2(y) + O(7 — Yb (y) 2 (7) 
$= WI(y) 


Ee yy 的 oo| dyf (yb (y) 
W(y) Wi!(y) 


281 . 


ge 
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3. 广义 格林 函数 
当 上 是 厄 米 算 子 , 其 边 值 问题 本 征 值 方程 Zn = Mp 具有 正 交 归 一 的 完备 
基 {bn}, 或 用 狄 拉克 符号 , 完备 基 {jn)}: 


正 交 归 一 上 dz 风 (zjgm(z) = oom， 加 (nlm) = Bom， 
完备 条 件 D(z)Gn(y) =6(z -WD Dn)(n|= 


这 时 相应 格林 函数 或 广义 格林 函数 可 用 L 的 本 征 函数 展开 , 存在 下 面 情况 : 
(1) 当 亏 无 零 模 , 即 其 所 有 本 征 值 非 零 , 和 ,, 关 0, 则 


b= 》 nm) 人 nl. 从 
相应 格林 函数 可 表示 为 ~ 
A Di )lnl, 人 


即 jw = 广 存在 唯一 解 
wo=| 本 N (全 


其 中 ， 
GD) = Dt)on(e) eS 


即 , : KO 


G = Dm )(n| = £1, A (C.11) 


满足 CR Xr 
即 
(C.12) 
2) 当 工 存在 零 模 解 : = 0. 即 
站 二 六 
这 时 当 jy = / “fa f(z) 不 与 零 模 解 po(z) 正 交 , 即 


ee dzs(z)f(z) #0, 
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非 齐 次 方程 无 解 . 
而 对 特殊 情况 , 即 当 f(z) 满足 


| awaya=o 
可 能 存在 解 , 且 解 非 唯一 
DE db) + Gt (C.13) 


其 中 ， 村 
G(z,y) = >, 守信 (bn(z). (C.14) 


求 和 号 上 带 撤 表 示 不 含 零 模 . 它 是 在 与 零 模 解 正 交 的 空间 上 的 格林 函数 , 称 为 广义 4 WS 


格林 函数 , 满足 
LG(z,y) = (2 —) — Wy) po(z). 以 


人 


附录 D “Laplace-Beltrami 算 子 与 径 向 
0(7) 函数 
D1 Laplace-Beltrami 算 子 的 本 征 值 问题 


N 维 空间 Laplace-Beltrami 算 子 : 


Ai 三 _V2= A ete. hl 


下 面 简单 分 析 算 子 Arp = -V? 的 本 征 值 问题 : -2 = 和 wn 多 从 
在 有 限 区 域 , _V? 为 厄 米 算 子 . NN 
Dirichlet 边界 条 件 , 其 本 征 值 : A,, > 0, 无 零 本 征 值 . 人 


Neumann 边界 条 件 , 其 本 征 值 : 1,, > 0, 最 低 本 征 值 为 零 . 且 


Wn Mn Hi<A,， ko=0， 无 和 0. 0 
在 无 界 空间 , 有 


‘© < 
; 有 


本 征 函数 {wx = (27x)-N/2exp{ik- 满足 


| ri ln) = mw] Jarrexpfile— oS 
| evi )wz(r ) = mr | | pe NR 一 
D2 ”三维 空间 谐 和 函数 


Laplace-Beltrami 算 子 的 零 模 , 即 满 入 lapla Ne 0, 称 为 谐 和 函数 . 
在 三 维 欧 空 间 , 空间 球 对 称 ,g 训 采 用 球 坐 慰 


dsg r?d0? + r? ShY 0d9”, 
其 协 变 度 规 为 


= diag(1, 7?,7? sin2 0), 
, 1 1 ) 


ab 
= diag | 1 一 ,一 一 一 一 
s( 7r2 r2sin2 0 
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行列 式 为 
9g= det(gob), V9=7?sing. 


Laplace-Beltrami 算 子 在 球 坐 标 下 表示 为 


ArB 一 go (72 sin Gg"t0,) 


人 
Ror\ or/ rlsngW\ 0) sni0og 


2 2 
=—V2— 方 V%. 


三 维 空间 谐 和 函数 (Laplace-Beltrami 算 子 的 零 模 ) 可 表示 为 


Wim (7) 至 (gmr (t+) 后 bumr!)Yim (1), l=0,1,2,.…. Iml < (D.2) 4 从 
其 中 , {Yim(2)} 称 为 球 谐 和 函数 (单位 球面 3 上 谐 和 函数 ), 满足 人 心 
D 


-VEYin(0) = U1+ DYin (0), -i Yin(Q) =mYin(Q),  _(D.3) 


正 交 归 一 [aoYis (oYem (0) = bl1 bmm,’, 六 


co i 心 
完备 条 件 >， > 75(20)8mn(2) =5( 人 一 IO) © 4 CR 
l=0m=—! 
= 6 — $e KS XK 
| 


球 谐 和 函数 {Yim(0)} 具体 表达 式 为 © < 
Yin(0) = Yin(0,0) = | A | Cu (D4 


-一 (一 SN 一 cos0 < 1) (D.5) 


其 中 , Pi(p) 是 算 子 


的 本 征 函 数 , 即 


ES /二 利克 本 和 二 二 二 人 (D.6) 
52 (21 全) 六 (OO) 玉 (0 = -pp) (lg pp &1). (D.7) 
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D3 二 维 空间 谐 和 函数 
在 二 维 欧 空 间 采 用 平面 极 坐标 
ds2 = dr? + r2d9?, (D.8) 
Laplace-Beltrami 算 子 
-= 一方 9(V9s*6) 一 - 训 (7 各 ) -十 趣 (D9) 
二 维 空间 谐 和 函数 (Laplace-Beltrami) 算 子 的 零 模 可 表示 为 


pa(r)= (amr T+ bmriTl)ems, m=+l,+2,.... 
wo(7) 二 Q0 ln7 十 bo. 


、 1 a 
这 里 [可 四 = - 遍 。 ?} 称 为 单位 圆 5! 上 谐 和 函数 , 满足 人 
区 Gn(b) = mBn(b), m=0,+t1,+2,.... ) 


(9), D.10 


2r 1 2 ， / 
正 交 归 一 | db Bi (9) Bm (9) = 元 | de (mm)s 一 5 


完 名 条 件 去 DD em- AAS uO 


7 一 一 Oo 


D4 ”三 维 空间 中 5 函数 及 其 径 向 6(7) Wy OO 


在 三 维 欧 空间 , 有 


采用 球 坐标 分 离 变量 , 则 有 RN 
6(r rT)6(1 — 1") 
< 总 Rr — r’)6(@ — $)6(cos0 一 cos0) 
oo i 
= 56(r 7) 》 Yi (0)Yin(0). 


l=0 m=—! 
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而 对 在 原点 7 = 0 有 定义 的 各 向 同性 函数 fr) = f(7), 有 


6(7) 
Anr2 ” 


其 中 , 径 向 6(7) 的 强 定义 为 : 在 0 < 7 且 在 端点 > = 0 有 定义 的 函数 f(7) 满足 


6(r) = r € 3, 


| dr6(r)f (7) = f(0). 
5(r) 具有 性 质 : 


5 = 4 从 
和 AN 
7 EE CE i 
i | 2|a| 

在 无 边界 区 域 自由 格林 函数 G(r, 0) 满足 本 

一 V2G(7,0) = 6(7)， Dirichlet 边界 条 件 为 G(r,0) | co= < 

> G(r,0) = 元. © Cy 
D5 二 维 空间 中 6 项 数 Ns 
类 似 可 讨论 二 维 空间 中 5 函数 , 采用 平面 极 坐 检 co 


or 一 m/) = = 60 (D.13) 
而 对 在 原点 7 = 0 有 定义 的 函数 f(r) ox 


人 re (D.14) 
在 无 边界 区 域 自 py (Dirichlet ee 
—V2G(r,0) 人 VG(r,0) | = (D.15) 
于 a 
全 G(r,0) = in 7 (D.16) 
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D6 kk 空间 格林 函数 G(r,r ;Ek) 
k 空间 格林 函数 9(7,r ;k) 满足 


一 (V +k2)9(r,r ;k) = 6(r —r), (D.17) 
其 解 可 表示 为 
, np ik -(r—r ) 


积分 区 域 由 相应 散射 问题 边界 条 件 决定 . 
在 三 维 空间 其 表示 式 为 中 


eiklr-r | 


gr ;有 = 一 一 一 一 (D.19) 


4rlr 一 天 | 


在 二 维 空间 其 表示 式 为 《\ 
G(r,r';k) = TH (kr 一 站) 人 人 


式 中 ， 万 人 为 第 三 类 贝 塞 尔 (Bessel) 函数 . 
在 一 维 空间 其 表示 式 为 


9(7, x’; k) = 二 ee (D.2 


Q@ 王 竹 溪 , 郭 敦 仁 . 2000. 特殊 函数 概论 . 北京 : 北京 大 学 出 版 社 . 


附录 EE ”作用 量 泛 函 及 泛 函 变 分 , 涨 沙 方 程 
及 雅 可 比 场 方程 
泛 函 是 指 函数 空间 {f(z)} 到 实数 的 映射 , 例如 
FUI=| azra 


以 整个 函数 f(zx) 为 宗 量 , 得 到 某 数值 F[f], 这 里 方 括号 表示 是 对 整个 函数 f(z) 的 从 


倚赖 . 例如 , 经 典 力学 中 常 分 析 作 用 量 泛 函 4 


的 泛 函 . 经典 轨道 使 作用 量 取 稳定 极 值 , 即 要 求 对 5le(0)| 作 泛 函 变 分 类 .和 at， 
计算 泛 函 rm=| dzf(z) 变 分 , 即 


sle(] = dtL(q(t), dt)), 人 
右 端 是 沿 某 经 典 轨道 gt) 的 积分 , 而 作用 量 8 依赖 于 整个 轨道 , 5 = 2 


SP _ PG) + eS(2 -FU _ fa, NS C 
jy) 一 中 =| OF 4 cH 

1 

2 


对 作用 量 二 .mz? - V(z,i) 的 经 典 力学 体系 xf cs 
O 
SIz(t) | dt GO -人 (B.D) 
利用 变 分 公式 , »( ) 9 
(1) Ne A ee 
t 0) = 0 Ey 
可 求 出 
Sz (tN mt) -pe ) st) (EA) 
zt)] d2 OV(z,t) "” 
zBz(t") St di Or )* 


经 典 轨道 z。(t) 满足 在 边 值 固定 下 5S = 0 极 值 条 件 , 即 满足 经 典 运动 方程 
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ee 


d2 OV(z,t) 
Or 


极 值 稳定 要 求 825 > 0. 825 的 本 征 方程 , 即 涨 落 方程 


z(ta) = za, Z(to) = zp. (E.6) 


(nm 各 a Vv ‘(eo) ) nx( (t) = 二 和 AkTk (E), nk (ta) 一 0 一 nx (to). (E.7) 


厄 米 算 子 4 二 -mm - (es) 具有 正 交 归 一 完备 集 {mi(t)}, 如 果 极 值 轨道 r_ 人 
稳定 , 则 要 求 所 有 $k > 0 

经 典 动力 学 中 还 常常 分 析 测 地 线 偏离 方程 , 即 沿 测 地 线 任意 变 分 中 , 使 25 取 
最 小 正 值 的 场 , 称 为 雅 可 比 场 . 采用 条 件 变 分 


T | D4 从 
| dt[L(ze, te) ~ My(t)?] = 0, SS 
约束 条 件 [ dty()? = 1 关 0. 雅 可 比 场 满足 偏离 方程 ( 雅 可 比 场 方程 ) 人 


2 1 
(-m 咎 —V ca y(t) = Ay(t), y(ta) = 0, Y(ta) = a 


zc(t) 为 沿 经 典 轨道 ze 人 的 切 场 , 是 雅 可 比 场 方程 的 零 模 (和 = 注 总 (E. EY 
式 取 初 值 边界 条 件 , 具有 连续 谱 , 而 雅 可 比 场 为 与 i.(t) 正 交 


费 恩 曼 传播 函数 的 路 径 积分 表示 常 快速 振荡 ， gf Y 
转动 (让 一 7) 过 渡 到 实 欧 氏 空间 ， 作 用量 泛 函 oy I 实 欧 
氏 空 间 中 作用 量 泛 函 


以 及 欧 氏 空间 费 恩 曼 传播 函数 


fe Sg[z(7)] (E.10) 
由 5Sp = 0 得 极 


d2 
Taare 


=0, 7zZ(7a) 三 Za， 7X(n)= 7 (E.11) 
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满足 上 面 方程 的 解 zc(7), 此 极 值 解 稳 定性 要 求 分 析 52SE 的 本 征 方程 . 
涨 落 方程 


-mi +V (eo) PE(T) = Mpk(T), PrlTa) =0= Yr(Te) 


及 偏离 方程 ( 雅 可 比 场 方程 ) 


d72 


(-" 训 十 TV (zo) ) nA(7) 5 Ana(7), A(Ta) =0, (re) 一 忆 


- 291 . 


(E.12) 


(E.13) 
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